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Ueber Thetafunctionen, die nicht zur Riemannschen 


Klasse gehören. . 


(Von Herrn Heinrich Jung in Marburg.) 


Die folgende Arbeit”) ist auf eine Anregung des Herrn Prof. Schottky 
entstanden. Sie schliesst an dessen Arbeit: „Ueber die charakteristischen 
Gleichungen symmetrischer ebener Flächen und die zugehörigen Abelschen 
Functionen“ im 106. Bande dieses Journals an”). 

Die Aufgabe aber ist folgende: 

Es sei durch eine Gleichung @(p, q) = 0 vom Range r ein algebraischer 
Körper K vom Range r definirt. Aus diesem bilden wir durch Adjunetion 
der Quadratwurzel z aus einer rationalen Function H (p, g) einen Körper K (z): 
er sei vom Range og. In diesem Körper giebt es dann o linear unabhängige 
Integrale erster Gattung; unter ihnen können wir die = Integrale erster 
Gattung des Körpers K annehmen. Die übrigen e-r = 6 Integrale lassen 
sich dann so normiren, dass sie nur 20 von einander unabhängige Periodieitäts- 
moduln haben, ohne dass sich aber diese Integrale auf Integrale eines 
Körpers von niedrigerem hange reduciren lassen. Sie geben also Ver- 
anlassung zur Bildung von 9-Functionen von o Variabeln, die allgemeiner 
sind als die Riemannschen. Diese 9-Functionen lassen sich in einfacher 
Weise durch die zu K(z) und K gehörenden Riemannschen 9-Functionen 


von e und r Variabeln ausdrücken. 


*) Ein Theil der folgenden Arbeit diente mir als Habilitationsschrift und zwar 
im wesentlichen die $$ 1, 7, 8, 10—12, 14. 
**) Man sehe auch die Göttinger Preisschrift Wirtingers. (Leipzig 1595). 
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Während in der Arbeit von Herrn Schottky der Fall @ = 1 genauer 
untersucht ist, wollen wir im Folgenden den Fall r = 2 behandeln, und zwar 
unter der Annahme, dass für die Argumente der -Funectionen Integrale 
erster Gattung gesetzt werden. Da dann die 9 der Riemannschen Art den 
Wurzelfunetionen proportional werden, diese sich aber bestimmen lassen, 
so können wir mit Hülfe der schon erwähnten Beziehungen zwischen den 
einzelnen 9 bis auf einen gemeinsamen transcendenten Factor die Werthe 
der allgemeineren 9-Functionen von o Variabeln für den Fall bestimmen, 
dass ihre Argumente Integrale erster Gattung sind. Und diese Bestimmung 
soll unsere Hauptaufgabe sein. 

Die Arbeit zerfällt in drei Theile. Im ersten ($ 1—6) sind die 
3-Functionen, zu denen der Körper K (z) Veranlassung giebt, untersucht, 
im zweiten ($ 7—14) sind die Wurzelfunctionen des Körpers K (z) bestimmt, 
und im dritten ($ 15—18) wird unsere Hauptaufgabe gelöst. 


$1. 


Es sei durch eine Gleichung @(p,g) = 0 vom Range <=2 ein 
Körper K definirt. Die Gleichung @(p,g) = 0 können wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit in der Form annehmen 

q = (p-e) (pe)... (P-&). 

Es sei ferner H(p, g) eine rationale Function in K. Wir bilden dann durch 
Adjunetion von 3 = YH(p,g) zu K einen Körper K(z), dessen Rang mit o 
bezeichnet werden möge. Die rationale Function 4 kann ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit in besonderer Form angenommen werden”). Man kann 
nämlich 4 durch Multiplication mit dem Quadrate einer rationalen Function 
von p und q in eine Function verwandeln, die nur an einer Stelle und 
zwar von gerader Ordnung unendlich, an zwei Stellen je von der zweiten 
Ordnung und an allen anderen Stellen von der ersten Ordnung Null wird. 
Es werde nun H unendlich im Punkte z, von der Ordnung 20+2, Null 
von der zweiten Ordnung in E, und @, und Null von der ersten Ordnung 
in den N = 20—2 Punkten 7,7%, ..., Ay. 

Betrachten wir p als unabhängige Variable, so sind die 6 Stellen e, 
und die N Stellen z, Verzweigungspunkte in K(z) und nur diese, und zwar 
alle von der ersten Ordnung. Da aber die Stellen e, den beiden Zeichen 


*) Schottky, dieses Journal Bd. 106, S. 206. 
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von z entsprechend doppelt zu zählen sind, so haben wir im ganzen 
N+12 = 20-+10 Verzweigungspunkte erster Ordnung. Es ist aber p in 
K(z) eine Function vierter Ordnung. Also ist 


e= 5 (20+10)-441 = 042. 


$ 2. 

Wir stellen ein bestimmtes System von oe Integralen erster Gattung 
in K(z) auf. Dazu haben wir ein bestimmtes System von Periodenwegen 
zu Grunde zu legen. Es giebt eo = o+2 Paare von Periodenwegen, und 
zwar schneiden sich die beiden Wege eines Paares in einem Punkte, haben 
aber mit allen anderen Wegen keinen Punkt gemeinsam. Nun giebt es in 
dem Körper K zwei Paare von Periodenwegen A, B, und A, B,. Diese 
können wir auch als Periodenwege in K (2) betrachten. Wir erhalten aber 
aus ihnen, den beiden Vorzeichen von z entsprechend, vier Paare von 
Periodenwegen, die wir mit A,B; A, B;; A,ı. B,,ı; A,.ı., B,,, bezeichnen 
wollen, und zwar so, dass sich die Stellen längs A,B;, von denen längs 
A,» Bo; nur durch das Vorzeichen von z unterscheiden. Ausser diesen 
vier Paaren sind dann noch o—4 = o—2 Paare von Periodenwegen vor- 
handen; diese bezeichnen wir mit A,B,(i = 3,4, ...,0). Wir legen ferner 
jedem Wege A, und B, eine bestimmte Richtung bei, die wir die positive 
nennen. Dabei sollen die Richtungen der Wege A,B, und A,;, B,.. und 
ebenso der Wege A,,PB, und A,,., B,;, als Wege in K betrachtet einander 
entgegengesetzt sein. 

Wir bestimmen nun o linear unabhängige Integrale erster Gattung 
J, so, dass der Werth des Integrales J, erstreckt über den geschlossenen 
Weg B, in positivem Sinn gleich O0 ist, wenn « von P verschieden ist, 
dagegen gleich 1, wenn « gleich % ist. Den Werth des so bestimmten 
Integrales J, erstreckt in positiver Richtung über A; nennen wir r,;. Es 
bestehen dann die Gleichungen r,; = r;,. Aber zufolge der speciellen Vor- 
aussetzungen über den Körper K(z) treten zu diesen Gleichungen noch 
andere hinzu. Diese finden wir auf folgende Art*). 

Zu jedem Integral J, gehört ein conjugirtes, das aus ihm durch Ver- 


tauschung von 3 mit —z entsteht. Wir bezeichnen es mit J,. Dies ist 


*) Schottky, dieses Journal Bd. 106, S. 212. 
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wieder ein Integral erster Gattung. Wir führen nun zu einem Index « 
einen conjugirten «@ ein, und zwar sei der Reihe nach «' gleich 1,2, 0+1,0-+2, 
wenn « gleich o+1,0+2,1,2 ist; im übrigen sei @ = «a. Ebenso mögen 
sich die Indices $ und /’ zu einander verhalten. Wir betrachten jetzt das 
über B,, in positivem Sinne erstreckte Integral J,. Ist # von ß' verschieden, 
so sieht man direet, dass dies Integral gleich dem in negativem Sinne über 
BD; erstreckten Integrale J, ist. Ist aber #7 = f’, so ist das in positivem 
Sinne über B, oder B, erstreekte Integral J, gleich dem über einen 
geschlossenen Weg B, erstreekten Integral J,; der Weg B, entsteht aus B, 
durch Aenderung des Vorzeichens von 2. Er bildet mit 5, die volle Be- 
erenzung eines Gebietes in K(z). Das gesuchte Integral ist daher auch 
in diesem Falle gleich dem in negativem Sinne über BD, erstreckten 
Integrale J,. Ebenso sieht man, dass das in positivem Sinne über A, er- 
streekte Integral J, gleich dem in negativem Sinne über A, erstreekten 
Integrale J, also gleich —r,; ist. 

J, hat demnach längs der Periodenwege B,; integrirt den Werth 
Null, wenn > «', und den Werth —1, wenn $ = «', das heisst aber: es hat 
dieselben Werthe wie —J,. Daraus folgt, dass das Integral erster Gattung 
J,+J,, längs der Periodenwege 2; integrirt immer den Werth Null ergiebt, 
also constant sein muss. Wir können geradezu setzen 


(1.) J,= Ju 
Nun ist aber das über A,, erstreckte Integral J,, wie wir sahen, gleich 
—T,;, das über A,, erstreckte Integral —J,, aber gleich —7,,;, und da 
nach Gleichung (1.) beide einander gleich sein müssen, so folgt 

(2.) Ta = Taraty 
welches die gesuchte Gleichung ist. 


Setzen wir jetzt 


M, — Jar | 
(2=1,?) 
N, vo J,tJa; J 
> di, (a=3,4,...,0) 


so erhalten wir o+2 linear unabhängige Integrale erster Gattung besonderer 
Art. Es haben nämlich zufolge der Gleichungen (2.) die Integrale M, nur 
vier linear unabhängige Periodieitätsmoduln und sind Integrale des Körpers K; 








Jung, über Thetafunctionen, die nicht zur Riemannschen Klasse gehören. 5 


und die Integrale N, haben 20 linear unabhängige Periodieitätsmoduln. 
Das Periodensystem der M kann in der Form 
10 Tı T:. 
Rn 5 
das der N in der Form 
59... u: 
DEW es Bas ühs oo Du 
Bam. 2 8... 
dargestellt werden, wo die Grössen T und s in einfacher Weise linear aus 
den 7,, zusammengesetzt sind. 
S 3. 
Für das Folgende muss ich auf die Arbeit von Herrn Schottky im 
106. Bande dieses Journals verweisen, wo in den Paragraphen 7—11 die 
Herleitung der Formeln, die der folgenden Betrachtung zu Grunde liegen, 
für allgemeines z gegeben ist. Ich gebe hier nur das allernothwendigste 
aus diesen Paragraphen wieder, um den Zusammenhang nicht völlig zu 
unterbrechen. 
Die im vorigen Paragraphen definirten Integrale J, N und M geben 
Veranlassung zur Definition von 9-Functionen von o, oe und 2 Variabeln. 


a . 
Es sei 
0 0 
A » L u , y' - 
u...) ai PB a To; >a >53 
” a—l Pr ER 
oO O0 
r Be» er En 4 . Yan . 
B4 (5, ..o &,) dog 2 92 $.5 } >73 
az=1 B=1 
2 2 
f j» %e 7 ryv L - 
BE.) Sa 2 Ts 5.9 
al Bi 


Dann definiren wir 9-Funetionen in folgender Weise: 


0 


ey (nt Yır sei n„t+r,)+?ni 2 (n,+rv,)(u, Fu.) 
I (u u;u,v)= 5 e ea“ u 
. ı ... 0) i ’ ( ) 
n) 
oO 
rriz(n, Yung + Y.,) +2ni 2 (n, +r,) (ve, +4.) 
. u y a==] 
in) = ze 
(" 
rs Hin, + Yı, Na + yv,)+?ni >53 (n,+r,) (wg + Ka) 
( : a = (wat, 
I(w,w; u,r) = z e 
n 


2 Hrn, tr, m +n)+?2nmi > (n„+r,) (wat 4.) 
. den a) Q4= 
Y(w,Ww.; u,v) = - e 
(n 
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Dabei ist immer über alle Systeme ganzer Zahlen z zu summiren. Es 
möge noch bemerkt werden, dass die von 1 verschiedenen Periodieitäts- 
moduln der Function % (w,, 5) doppelt so gross sind als die entsprechenden 
von 3 (1,, ®.). 

Wir bezeichnen ferner durchgehends mit x eine Periodencharakteristik 


00 ö, 6, 
von der Form ( «) und mit » eine von der Form (2 2). Diese Cha- 
2 2 0 0 


rakteristiken gehören zu 4 (w,,w,) und w(w,,w,). Wir wollen aber mit 
denselben Zeichen auch Charakteristiken der Functionen p und I (a... %,) 
bezeichnen. Und zwar sollen diese Charakteristiken definirt sein durch 


0, 0,.0.-0 B:- ER ER v 
1 1 1 1 1 1 
(' Es Je () »». 0) (: &, > &,, (0 »-» v, 58 .; 


und durch 
1 1 1 1 Ä 1 l 
50, od rs ( du, 5000 2), 
0 nn.’ En 0 
ganze Zahlen bedeuten, 


9 (u, u - -) = + 


0272 


" 


Es sei nun, wenn d, ld’, d",e, €, & 


p (v, do, 4 =) = +9; 


„ n 


€ 
w (w,, w;, 5 =) — + w,.. 


Bezeichnen wir ferner die Periodencharakteristiken 


(0, = h) mit zı, 


(0, 5e) mit =’, 


g “., 
5 0) mit w, 
so ist zu setzen 
ö+g e+An R 
9a, 2 u ana 


pl, 0; 4 in = t Ma 


d' e'te+h 
ME ORPRR ERR n on 





Eur >. Want® 


u rn a ae ee 
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Setzen wir nun fest, dass zwischen den Argumenten x», ®v, und w, die 


Gleichungen bestehen, die zwischen den Integralen J,, N, und M, bestehen, 
also die Gleichungen 


%, = UF Ur, 
®% = Wı tu, 
sm ah, 0 u 
w, = U —Usrıs 


ww, = U, —Urn 
und ferner, dass zwischen den drei Reihen ganzer Zahlen 


O6; VE FE d,,& 


1 7.97 


die in der Schottkyschen Arbeit S. 227 unter 2 verzeichneten Gleichungen 
bestehen, so haben wir das Gleichungssystem”) 


(3.) + De u = (a) (n'|w) Pan! Want; 
(n') 


(a) und (n]w) sind Vorzeichen. Das Zeichen (n|w), das wir auch im 
Folgenden zum Zwecke bequemerer Schreibweise öfters verwenden wollen, 
00 d, 6, 
ist so definirt. Es sei z = (& .,o= (2 2 ). Dann ist 
2 2 0 0 
(ajo) = (ehren, 
Die Vorzeichen (n) sind von keiner weiteren Bedeutung für unsere Zwecke. 
Ihre Bedeutung ist aus der Schottkyschen Arbeit (S. 229) zu ersehen. 
Das Gleichungssystem (3.) haben wir unseren weiteren Betrachtungen 
zu Grunde zu legen. Es ist aber zu bemerken, dass es nur für solche 
Funetionen 9, gilt, für die alle Functionen 9,,, wo ® irgend eine der 


Periodencharakteristiken der oben angegebenen Art ist, entweder gleich- 
zeitig gerade oder ungerade sind. 


$ 4. 


In unserem Falle giebt es je vier Periodencharakteristiken rn und w. 
Wir bezeichnen sie so: 


*) Schottky, dieses Journal Bd. 106, S. 230, 9. 
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00 00 en 
00 
MW = ee‘ IT, —— 6 0) IT, = (6 ı), I, = (1 ı) 


— 


1 1 11 
(9), m), -(E}) 
00 00 00 


sodass also 7, 7,71, = WW = = ®, Wird. 

Es wird dann zufolge der Definition 
| |w;) = (7,|@%) =1, (=9,..3 
alo)=-1 Alo)=+1l, (alo)=—I1, 
@o)=+1, ao) =-1, (lo) =-1, 
(3,0) =—-1, (low) =—-1, (njw) = +1. 


Setzen wir ferner die unwesentlichen Vorzeichen 


M)=d A)=E5 (Mm) = (m) (m) = Ed, 


so erhalten wir aus der Gleichung (3.) durch Speeialisiren von n und w 
folgendes System von 16 Gleichungen: 


(4.) 


N 





( 


I, = pw tan Yen t E Pan, Wen IE Pan, Yon 
Fo = Pr We — I Pan, Yen HE Pan, Wın,— IE Pan, Won: 
Fu, > Pr Wr + I Pan, Wen, — E Pan: Won, DE Pan, Wenn 
I, = Pr Wr Ö Pan, Do E Pan, Wen, + ÖEp., Yon 


(D.) 





Die anderen 12 Gleichungen dieses Systems erhält man, indem man 
m der Reihe nach durch mzr,, mr, mrı, ersetzt und gleichzeitig r durch 
rA,r7,rn, und beobachtet, dass n, m, 1, = n, = ist. 

Die 16 in dem System (5.) vorkommenden Functionen 9, nennen 
wir (nach Herrn Schottky) verwandt. 


Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder sind nämlich die 
16 Funetionen 9,,,0; (& P = 0, ..., 3) alle vom gleichen Charakter oder die 


eine Hälfte ist gerade, die andere ungerade. Es sei, um dies genauer zu 
untersuchen, die Charakteristik von 9,, gleich 


1 1 1 
ul SLEE ur 
l 1 1 


Eee EIER 
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und es sei zur Abkürzung 


P> Ö, €, = da. 
u==] 


Dann ist 9, gerade oder ungerade, jenachdem a gerade Zn uneerade ist. 


| lı 
2 ji 


ist die Charakteristik von 9,,,. (siehe $ 3) gleich 


h., 5 E3 ... € — 2) 


oO 
Ei ‘) 
A| .. . . . . 
Ferner sei irgend eine der Charakteristiken zo gleich Dann 


1 1 1 | 1 L 
594 91 524 ») 93, 50; ... 50, 29 > d,-: og I 59 
1 | 

2 


1 1 1 1 
5 ei t5hı DR. +5 


DW 
— 


l 
> €) “ > 
Fun. 18t also gerade oder ungerade, jenachdem 

ad +9 (€, —8&,-)+9: (8, -.) -+ h, (Ö, -0,-,) -+ h» (Ö, —n Öd,) 
gerade oder ungerade ist. Wie sich demnach die Funetionen 9,,, zu #,, ver- 
halten, hängt wesentlich von der Charakieristik 


fr 
any 9) (( —0,) 


) ) 


1 | 
> (e, 8,5): > (& - €) 
ab. 


Wir sagen deshalb, 9, gehört zu dieser Charakteristik. Es gehört 
also 9,, immer zu einer der Charakteristiken z,0,. Und man findet, gehört 
3, zur Charakteristik 0, so haben alle 16 Functionen 9,„, denselben 
Charakter (Fall I). Gehört aber 9, zu einer von 0 verschiedenen Charak- 
teristik, so sind 8 der Funetionen 9,,. gerade und 8 ungerade (Fall I). 
Es sind hier freilich die Perioden w,, @,, »; bevorzugt; denn nur, wenn #,, 
zu einer dieser Perioden gehört, haben die Functionen 4 
Charakter, sodass nur dann das Gleichungssystem (5.) gilt. 


$ 5. 
I. Betrachten wir zunächst den Fall, wo alle Funetionen 9, .. 
selben Charakter haben. Aus dem Gleichungssystem (5, $ 4) folgt: 


denselben 


na 


den- 


c = €), ( 
Fun, "vr. Parco, Tr Ynn,o, + Ymn,w, ei Ver, 
j Gig z1 
(6 Pan + In, r Pnws + Inw, U. 
).) 
€ < 
an, IT Pu 7, + Bun Wa In W3 __ A) Pr t, 
Fu + One, + mm: + N Z Pn 





DD 
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Yen un 


r Pa 


In ähnlicher Weise lassen sich alle Quotienten d Fr aus- 


drücken. Da nun im Falle I die links stehenden Quotienten gerade Func- 
tionen sind, so sind die Functionen w,, von demselben Charakter und 
ebenso die Funetionen Q,.. 

Wir wollen nun für die Functionen w und die zum Körper K ge- 
hörenden Thetafunctionen mit zweitheiliger Charakteristik eine bestimmte 
Bezeichnung festsetzen. Jede dieser Functionen hat eine bestimmte Cha- 
rakteristik. Alle 16 Charakteristiken können wir aber aus den Charakte- 
ristiken 7, = @,, 7,, ®, zusammensetzen. Hat nun eine der Functionen 
7. B. die Charakteristik 7,®;, so bezeichnen wir sie mit %, ., und Bor 
Dabei wollen wir w, und 9, auch mit vw und 9 bezeichnen. Im Folgenden 
ist eine Tabelle der Periodencharakteristiken mit der zugehörigen Be- 
zeichnung gegeben. Dabei sind die ungeraden Charakteristiken umrahmt 


| - e I ie a a . 1 ) 
— nm, = ? = 2? )=W 2?) m = WW, 
OO v v 00/ 1 00 00 3 l 2 


2 ) =“. 

oO 0 -- 

a = N, W E = 7, Ws 5.7 = N. 
1 9] 1 ı W2 1 ı 93 
—Ö u \ zu 

— 71,09; 


3 oma, ( )= mu 


Wir kehren nun zu unseren Betrachtungen über den Fall I zurück. 
Die vier Funetionen y,,, haben hier denselben Charakter. Die 4 Oharak- 


—] 


(4) 


Fe 
\ 

r. 

I- & 
DE 
OD v- 

u 


Ns 
| 
D 
> 
BT 
nn 


I 


{ 
wjew|- 
a  Ke\ 





Fo ir 
n|= © 
|“ © 
Er 

= 

w 
En 
[a | 
wm > 
ww 

| 

Sa 

w 

g 
Fi ' 
Sim > 
LE Ze Sea Ee 


teristiken rrı, müssen also auch gleichartig sein. Nun lehrt ein Blick auf 
die Tabelle (7.), in der immer die vier durch Hinzufügen der 7, zu einer 
Charakteristik entstehenden Charakteristiken in einer Verticalreihe stehen, 
dass die vier Charakteristiken rrz, mit denen der ersten Verticalreihe identisch 
sein müssen. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, so können wir r 
gleich 7, setzen. Die vier Funetionen y,,, werden im Falle I demnach 
gerade Funetionen. Dann folgt aus den Gleichungen (5.), $ 4, dass die 
Functionen Y,,, gerade oder ungerade sind, jenachdem die Functionen 9,,,. 


gerade oder ungerade sind. 
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Il. Wir gehen zu dem Fall über, wo 9, der Gruppe w, angehört. 


Es sei etwa 3, ungerade. Man findet, dass dann die Funetionen 9,,, und 
Fun; (= %...,3) ungerade, die anderen gerade sind. (Siehe Seite 9). 


Dann müssen nach den Gleichungen (6.) und den analogen die Quotienten 


V;n, w, Tq Y nt, Pn 1; 
7 ıw, In Pn 
ungerade, dagegen die Quotienten 


Vrn, Pan; 
I 


w, Pr 

gerade Funetionen sein. Es müssen also etwa y, und ,,, gerade und w,, 
und ,,, ungerade sein. Aus der Tabelle (7.) sieht man, da r, und r, 
gleichartige Charakteristiken sein müssen, dass nur die Charakteristiken 
der zweiten Verticalreihe in Frage kommen. Sollen ausserdem r, und rzz, 
gerade sein, so muss r gleich w, oder n,w, sein. Da es auch hier auf 
die Reihenfolge nicht ankommt, so können wir r=w, setzen. Für die 
anderen von Null verschiedenen Perioden wird analoges gelten, so dass wir 
sie nicht besonders zu behandeln brauchen. 

‘s möge noch bemerkt werden, dass über die Anfangsglieder der 
Functionen 9, und y, ganz analoge Sätze gelten wie im Falle = = 1”). 


$ 6. 


Wir leiten noch eine Formel ab, durch die wir eine der Functionen 
+ (u, ...a,) durch vier ihrer Verwandten ausdrücken können, etwa 9,,, durch 
VE ı 3 v 


m) mw; MW, MWz3*" 


Wir setzen zur Abkürzung 
v=DH Va Yy Yan 5 Wn, TU. 
Dann lautet die erste von den nicht hingeschriebenen Gleichungen (5.), $ 4 
Fam = Pa ytO Par, CHE Yun, u tel pur, 2. 
Multiplieiren wir ferner die vier ersten der Gleichungen (5.), $ 4 der Reihe 


nach mit A,, A,, 4,, 4,, und addiren, so bekommen wir 


3 


z Im, (th tat) + I (Huth) Y Pam 
+2 (u +, —h—h,)2 pn, tEI (mA — Anti) U Pan, 


*) Schottky, dieses Journal Bd. 106, 
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und dies wird identisch mit 9,,, wenn folgende Gleichungen bestehen 
Yy 
utkhtkr+h = =’ 
u—-hth—,y = 
u 
Aut ka h, Pr pP 


Luis 
hieraus folgt 

44, ayzu = (zu+yz) (uy+ zz), 

4), zyzu = (wu+yz) (uy—xz), 

4), zyzu = (sy— zu) (uy—ız), 

4 ih, zyzu = (sy— zu) (uy+x3). 


Zwischen den Funetionen w und den zum Körper K gehörenden Theta- 
funetionen 9 (w,, w,) oder 9 ((w)), wie wir kürzer schreiben wollen, be- 
stehen aber Gleichungen”). Solche Gleichungen sind z. B. in unsrer 
Bezeichnung 


3 
(8) 2 (7|0,) Y; (WO) Yan, (0) = u 


m] 


(0) Fa, zz ((W)) 


1 A 


a'’’ß 


(n|w) bedeutet das früher ((4.) $ 4) definirte Vorzeichen. Durch Vermehren 
der Argumente um halbe Perioden », kann man aus diesen Gleichungen 
noch andere ableiten. 


Im besonderen erhalten wir für den Fall I, wo die Grössen x, y, 2, u 
identisch mit %,, Y, %,, Y,. sind, aus den Gleichungen (8.) durch Speeialisiren 
von w, und 7, die Gleichungen 

2 (wu+yz) = 4,0) 9, ((W)), 
2 (2u—y2) = I) Ira, (W)), 
2 (23+yu) = 4,0) 4, (W)), 


2 (23—yu) = 4,0, (0) 9,0, ((W)); 


> 


*) Man sehe z. B. Krause, Transformation der hyperelliptischen Functionen 
(Leipzig) $ 10 Formel 2 u. 3. 


LTE ee 


ET a 
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hieraus folgt noch 
16 ayzu = 9, (0) 3,,(w))— F,,., (0) Fo, ((W)) 
= 9, ((0)) 9, (10) -9%.0, (0) Ir,0, (W))- 
Mit Benutzung dieser Gleichungen bekommen wir im Fall I die Formel 
(97, ((0)) 97, (0) — 9, ((O) 9,0. (WO) Fra, (Wr +++ %,) 
= 9, ((0)) 9, (0) I, (@w)) I, (wo) Inn 
3, (0) I,o, 
+ I (0) 9,0, ((O) 9,0, (0) 9,0, (0) Immo, 
3,0, (0) I, (0) . 


TU; W 


(0)) I. (()) I,0, ((W)) Io, 


((w)) I,,((w)) Fo, 
wo die 9-Functionen, bei denen die Argumente fortgelassen sind, die Argu- 
mente %,...”%, haben. Aehnlich bekommt man im Falle Il, wenn 9, zu o, 
gehört, die Gleichung 
[9,,((0)) 9, (WW) 9,0, (0) Ir,o, (w)) In m, (%ı -.. %,) 

= 4, ((0)) I, (0) 92,0, (W)) In, 0, ((W)) F, 
(9). _ A ((V)) BL ((0)) ER ((g0)) I, ((w)) F,,. 
9,0, (0) I, (O) Ir, (W)) 9,0, (W)) Im 


+90, ((0)) . (V)) ER ((w)) J la) ((w)) I W3* 


HEROR 





Weitere derartige Gleichungen kann man aus diesen durch Vermehren der 
Argumente um halbe Perioden ableiten. 


7. 

Wir wollen nun aus den aufgestellten Gleichungen die Werthe der 
Funetionen Y,. bestimmen für den Fall, dass für die Argumente Integrale 
erster Gattung gesetzt werden. Die Functionen 4,, die mit den Argumenten 
von höherer als der ersten Ordnung verschwinden, werden dann identisch 
Null. Von den anderen werden die ungeraden gleich einem gemeinsamen 
transcendenten Factor multiplieirt mit den Werthen einer bestimmten Wurzel- 
funetion für die obere und untere Grenze der Integrale erster Gattung. Es 
soll nun zunächst unsere Aufgabe sein, diese Wurzelfunctionen zu bestimmen, 

Wir haben zu diesem Zwecke im Körper K(z) alle Differentiale erster 
Gattung zu bestimmen, deren Nullstellen paarweise zusammenfallen. Denn, 
sind du,, dw,,... solche Differentiale, so sind die Grössen Ydu,, Yda,... 
den Wurzelfunctionen proportional. 
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Zunächst ist die Form eines Differentials erster Gattung überhaupt 
festzustellen. Jedes Differential aus X (z) kann in der Form geschrieben 
werden 

dv 
du = dw+ 7 
wo dv und dw Differentiale aus X sind. Soll da ein Differential erster 


i dv . \ dv 
Gattung sein, so muss auch dw — „ ein solches sein, also auch dw und = 


dw ist demnach ein Differential erster Gattung aus K. Solcher giebt es 
zwei linear unabhängige. do wird ein Differential zweiter Gattung in K. 
Dies Differential do muss für die Stellen o, und o;, für die 3 von der 
ersten Ordnung verschwindet, auch von der ersten Ordnung Null werden. 
Ausserdem muss dv im Unendlichen von der zweiten Ordnung verschwinden. 
Unendlich werden kann dv an der Stelle 7, von derselben Ordnung wie z, 
also von der Ordnung o+1. Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass 
jedes Differential dv, dv,, dv, ... die hier angegebenen Null- und Unendlichkeits- 
stellen hat, ohne es jedesmal besonders hinzuzufügen. Das allgemeinste dv 
hat o-+1 Unendlichkeitsstellen, also o-H1-+27+2 = o+7 Nullstellen. Von 
diesen sind 2+2-2 = 6 vorgeschrieben, sodass noch o+1 übrig bleiben. Es 
giebt also o+1—r-+1 = 0 linear unabhängige Differentiale dv. Die Anzahl 
der linear unabhängigen Differentiale erster Gattung in K (2) ist folglich im 
ganzen o+2 = o, wie es sein muss. 

Wir haben nun de und dw so zu bestimmen, dass du nur von gerader 
Ordnung Null wird. Dabei machen wir erst die Annahme, dass dw identisch 
verschwindet, und dann, dass dw nicht identisch verschwindet. Wir werden 
sehen, dass wir für beide Annahmen Lösungen unserer Aufgabe bekommen. 


$ 8. 
Es sei dw identisch Null. Es wird du = ee das Differential do ist 


so zu bestimmen, dass es in ÄK(z) ausser an den Stellen o, und 0, nur von 
gerader Ordnung verschwindet. Als Differential in X betrachtet, kann dv 
aber von der ersten Ordnung verschwinden, nämlich an den Nullstellen 
TU, ..,7Ty Von 3 —=H. Von den Nullstellen von dv sind noch o+1 zu bestimmen, 
Wir nehmen an, es werde do von der ersten Ordnung an den / Stellen 
TyTlz...,7t, und ausserdem noch an %k Stellen von der zweiten Ordnung Null. 
Dann muss /+2%k = o+1 sein, also 
= co-—1 (mod 2). 


Su 
nr? 
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Es handelt sich nun darum, ob sich nach Wahl von ,,..., 7, die 
noch fehlenden % Nullstellen passend bestimmen lassen und auf wie viel 
Arten. Der grösste Werth, den ! annehmen kann, ist o+1. Aber es wird 
bei allgemeinem 4 (p,g) nicht o+1 Nullstellen von H geben, so dass ein 
Differential de ausser an den einmal festliegenden Nullstellen nur an 
diesen o+1 Stellen verschwindet. Wir können also annehmen, dass keine 
o+1 Stellen von H diese Eigenschaft haben. Dann ist auf jeden Fall 
!=Z0o—1. Aber auch gleich o—1 kann / im allgemeinen nicht sein. Man 





kann zwar, da der Rang von K gleich 2 ist, do so bestimmen, dass es an 
irgend o—1 Nullstellen von 4 verschwindet. Es verschwindet dann ausser- 
dem noch an zwei fest bestimmten anderen Stellen. Diese werden aber 
im allgemeinen nicht zusammenfallen. Wir nehmen daher an 


I<0-1. 
Ueber den Fall?!= o—1 sehe man die Anmerkung. 


Es seien nun ?<Zo—1 Nullstellen n,,...,rz, von H ausgewählt und 
es sei 2= o—1 (mod 2). Eine solche Combination von / Nullstellen von 
H, wo nämlich <o—1 und != o—1 (mod 2), wollen wir wesentlich 
nennen und etwa mit c bezeichnen. Bestimmen wir nun das allgemeinste 
Differential do, das an den Nullstellen e verschwindet, so enthält es noch 
hinreichend willkürliche lineare Coeffieienten, dass man erreichen kann, 
dass dv an den übrigen Nullstellen von der zweiten Ordnung verschwindet, 


Anmerkung. Es werde etwa dv an den o— 1 Stellen z,,..., 7,_ı von der ersten 
und an der Stelle « von der zweiten Ordnung Null; dann giebt es ein Differential erster 
Gattung dw, dass in a und ausserdem noch in einem zweiten Punkte a, verschwindet; 
Hdw’ . oo Hr 
und es wird dv, = 7, ein Differential von der Art der Differentiale dv, das an den 

dv 


OF 
oO 


o— 1 Stellen 7441, 7442,...,7&y von der ersten und an der Stelle a von der zweiten 
dv, 


- 
EN 


i i i de 
Ordnung verschwindet. Wir bekommen also die beiden Wurzelfunetionen V — und | 


: ) dv 3 er Aa 
Der Quotient dieser beiden Functionen ist \ in ae r also rational in K(z). Es ist 
( “ “ 
dw 
/dv far fd v, 
L} pP m 


/ 
D 


demnach auch jede lineare homogene Verbindung « | eine Wurzelfunction. 


Dieser Ausnahmefall ist dadurch charakterisirt, dass sich Hdw” in das Product 
zweier Differentiale dv zerlegen lässt. Diese Möglichkeit wollen wir ausschliessen. 
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und zwar auf mehrere Arten. Es seien do, dv,,... Differentiale, die an 
den Nullstellen e und ausserdem nur von der zweiten Ordnung verschwinden. 


a i ' dv a ' j ' 
Dann sind die Quotienten ng ... rationale Functionen in K, die an 


k Stellen von der zweiten Ordnung verschwinden und an % Stellen von 


[ * [3 . dv. [ 
der zweiten Ordnung unendlich werden. Die Funetionen y je; sind also 


Funetionen, die an % Stellen Null und an % Stellen unendlich werden und 
sich überall wie eine rationale Function in K verhalten. Sie missen dem- 
nach entweder rational sein oder aber, da die Quadrate sicher rational sind, 
gleich dem Producte einer rationalen Function mit einer der 15 Grössen 
Y(p-e,) (p-e,;) (eZß =1,...6), für die wir zur Abkürzung Yp.; schreiben 
wollen, 

Haben wir demnach e gewählt und ein dv bestimmt, so finden wir 
die anderen auf folgende Weise. Wir bestimmen zunächst alle rationalen 
Funetionen in K, die an den % Stellen von der ersten Ordnung unendlich 
werden, an denen dv von der zweiten Ordnung verschwindet. Solcher giebt 
es k—1 linear unabhängige, unter ihnen die Constante, etwa die Functionen 
1,71... 7%. Wir bekommen so die k—1 linear unabhängigen Wurzel- 
funetionen 


fi /dv 
W \ £ re. 
» = 


| 


von denen je zwei einen rationalen (sogar in K) Quotienten haben. Und 


I 


jede lineare homogene Verbindung von ihnen liefert immer eine Wurzel- 
funetion. 
Dann wählen wir irgend eine der 15 Grössen Yp,,; und bestimmen 


alle rationalen Funetionen in X, die durch Yp,; theilbar sind und ausserdem 


aß 
von der ersten Ordnung an der %k Stellen unendlich werden, an denen do 
von der zweiten Ordnung Null wird. Solcher Functionen giebt es k—1 
linear unabhängige, etwa 8,8% ..., $_j. Ihnen entsprechen die Wurzel- 
funetionen 
s y@ S—ı je 
} Pa3 x Vp. ßR 2 
Zu einer wesentlichen Combination e gehören also im ganzen 
16 Reihen von je k—1 linear unabhängigen Wurzelfunetionen. Der 


(Quotient irgend zweier der Wurzelfunctionen ist entweder rational, und zwar, 


RT AT 


a ERETEe PN; 
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wenn beide derselben Reihe angehören, oder das Produet einer rationalen 
Funetion mit einer der Grössen Yp,; und zwar, wenn beide verschiedenen 
Reihen angehören. 

Wir erhalten auf diese Weise alle Wurzelfunetionen, bei denen dw 
identisch Null ist. Wir sagen von ihnen, sie gehören zur Periode 0. 


9. 

Die wirkliche Bestimmung der Wurzelfunctionen der Periode O hat 
keine besonderen Schwierigkeiten, da es sich um die Bestimmung von 
rationalen Functionen in dem ziemlich einfachen Körper K (p, q) handelt. 
Wir wollen hier nicht näher darauf eingehen. Nur für den Fall, wo 
!=0-—3, also k=2 wird, wollen wir der späteren Verwendung wegen 
eine Darstellung der Wurzelfunetionen mit Hülfe der zum Körper K ge- 
hörenden 9-Functionen und Integrale erster Gattung geben. 

Wir bezeichnen die beiden in $ 2 definirten Integrale erster Gattung 
M, und M,, erstreckt von der Unendlichkeitsstelle m, von #3 = H bis zu 
irgend einer Stelle z mit 2’ und #°. Ferner setzen wir 


(ae = 0, (a0 = rl) @=19 
1, to 
und führen als Primfactor zur Darstellung der Wurzelfunetionen die 
(Grösse ein 
Ir. do, II), 19) — 129) 

‚p 
die bei geeigneter Wahl der Constanten a,,, und des Index « unabhängig 


/s(1) (1)’ (?) BT 
L (d —f ’ ! —f{ J — 3 
ea YP — 6a 





von dem gewählten Index z,w, wird. Wir bezeichnen diese Funetion im 
Folgenden immer abgekürzt mit 
L(t—t)). 


L((t—t)) wird von der ersten Ordnung Null an der Stelle =’ und im Un- 


endlichen für beide Werthe von q von der Ordnung „, wird aber nirgends 


un 


unendlich. Um aber do passend zu bestimmen, haben wir != o—5 Null- 
stellen von /#/ auszuwählen. Wir nehmen z. B. 71, 71,, ...,77,_,. Dann können 
wir setzen 


0—3 


4 L ((t—r,)) L((t— r,)) Hd L((t— 14) ' 7 
u I (10 + ID ı \ 
T ap L (()°*' , 2° 27° 


Journal für Mathematik Bd. OXXVl. Heft 1. 3 
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wobei, damit wir eine rationale Function bekommen, 


> r \ 0—3 j 
"= rd LrM + 210 d=1,2 


a—l 


sein muss. Da « irgend einen der 16 Indices bezeichnen kann, bekommen 
wir 16 solcher Functionen. 


EWG Be: h 
Wir könnten nun y“ direet als Wurzelfunetion betrachten. Wir 


» 


wollen aber der Einfachheit wegen einen Factor absondern. Es sei zur 


Abkürzung 
0—)3 


P(Ü)= NM L(t-t), 


a1 


9, rn +) = 9, (+5): 


dann nehmen wir als Wurzelfunetionen die 16 Funetionen 


W=YP()9, (t+5). 
Bedenken wir, dass wir 2 = H in der Form darstellen können 


N 


L (tr) L’(e—r,)) 7 Li) 
Hp,g)= — Laer — 


PER 
i dv TE . 
so sehen wir, dass W aus | „ dureh Multiplication mit 


V 3, . Y L(d—-t,)) L(t-t,)) ... L((t—-t,)) 


hervorgeht. 
Der Quotient je zweier der gefundenen Wurzelfunctionen ist rational 


bis auf einen Factor Yp,,, ganz übereinstimmend mit den in $ 8 gefundenen 
allgemeinen Resultaten. 


8 10. 


Wir betrachten nun den Fall, dass dw nicht identisch Null ist. Es 
i l . 
wird du = dw + oder zdu = zdw+do und es sind dw und do so zu be- 


stimmen, dass da ausser an den Stellen o, und 0, überall von der zweiten 
Ordnung verschwindet und zwar in K(z). Aber man sieht, dass dw auch 
als Function in K betrachtet überall ausser für e, und e, von der zweiten 


ER, RER 27 ENGE 





= 22 
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Ordnung verschwinden muss. Denn zda kann im allgemeinen nicht für 
eine der Nullstellen =, von z von der zweiten Ordnung verschwinden. 
Dasselbe gilt von —zdu, = —zdw-+dv. Es wird also das Produet 


(dv+ zdw) (do—zdw) = dv’ —z dw‘ 


ein Differentialausdruck in K, der überall von gerader Ordnung verschwindet, 
auch an den Stellen o, und o, und im Unendlichen, und der auch nur von 
gerader Ordnung unendlich wird, nämlich an den Stellen e,,...,e; von der 
zweiten und an der Stelle m, von der (205-+2)-ten Ordnung. Wir können 
demnach setzen 


dvo’— 2’ dw’ = dv’ — Hdw’ = dt‘, 


wo dt ein Differential von X ist, das sich überall wie eine rationale Funetion 
verhält. dt wird im allgemeinen kein rationales Differential sein. Denn 
es folgt aus der Definitionsgleichung für dt die Gleichung 


(do+dt) (de—dt) = Hdw‘. 


Wäre nun dt rational, so wären, wie man leicht sieht, do+dt und do—dt 
Differentiale von der Art der Differentiale dv. Es würde also Hdw’ in 
das Product zweier solcher Differentiale zerlegbar, ein Fall, den wir schon 
oben ausgeschlossen haben ($ 8, Anm.). Da aber dt’ rational ist, so wird 
auf jeden Fall di nach Multiplication mit einem der 15 Ausdrücke 


Yp; (a>ß=1,2,...,6) 
rational. Es gehört also dt einem der Körper K,, an, die aus K durch 
Adjunetion von Yp,; entstehen. Wir können uns auf einen dieser Körper 
beschränken, da für die anderen analoges gelten wird. Wir beschränken 
uns auf den Körper K,,. 


Wir setzen (p—e,) (p— e;) (p—e;) (p— e,) = Pına, V Ps = g, und Yp.a = 9, 
wobei immer das Zeichen von q;, so bestimmt sein soll, dass q = qq; ist. 


Jede Function R von K., lässt sich in der Form darstellen 


R=r+r, ga+n tr; 9; 
wo die r rationale Functionen von p allein sind und zwar dann und nur 
daun ganze, wenn R ganz ist. Zwei Grössen in K,,, die sich nur durch 
das Vorzeichen von Yp;, unterscheiden, nennen wir conjugirt. So ist die 


zu R conjugirte Function A’ = r+r,9g-r,—r;gq; und das Produet beider, 
g” 
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die Norm von R. wird eine Function von K. Der Rang von K,, ist gleich 
drei, da es die drei linear unabhängigen Differentiale erster Gattung 

dp pdp dp 

RU” 
und nur diese drei in ihm giebt. 

Wir haben nun in K,, zwei conjugirte Differentiale da = do+dt 
und db = de—dt und ein Differential de in K so zu bestimmen, dass 

dadb = Hdw' 
wird. da und db haben jedenfalls folgende Null- und Unendlichkeitsstellen: 

Sie werden unendlich in =, und zwar für beide Werthe von g, von 
der Ordnung o+1. Sie werden Null, und zwar auch für beide Werthe von 
q, an den Stellen oe, und @, von der ersten Ordnung und verhalten sich 
ausserdem wie ein Differential erster Gattung. 

Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass da und db die an- 
gegebenen Null- und Unendlichkeitsstellen haben, ohne sie jedes Mal an- 
zuführen. da und db besitzen ausser den angegebenen keine Unendlichkeits- 
stellen, wohl aber noch Nullstellen, und zwar beide gleich viel. Aus der 
(rleiehung 

dadb = Hdw' 


von H und für die Nullstellen 
von dw’ noch verschwinden müssen. Nun entsprechen jeder Nullstelle zz, 


folgt, dass da und db für die Nullstellen , 
von H zwei eonjugirte Stellen z, und =, in K,. Wird da an der einen 
Null, so muss db an der anderen Null werden. Zwei conjugirte Stellen in 
K.. sind immer von einander verschieden. Da ferner H an den Stellen zz, 
nur von der ersten Ordnung Null wird, so können da und db nur dann 
eine gemeinsame Nullstelle haben (abgesehen von g,.0, und der unendlich 
fernen Stelle), wenn für diese Nullstelle dw verschwindet. 

Wir haben nun alle solehe Combinationen von je 20°—2 der Null- 
stellen, an denen H in K,, verschwindet, zu bilden, in denen von zwei 
' und z/, nur die eine vorkommt. Diese Combinationen 


Ch 


conjugirten Stellen 77 
denken wir uns mit Indices bezeichnet, und zwar immer zwei Gombinationen, 
die zusammen alle Nullstellen von H enthalten, mit demselben Index. Es 
sei m eine dieser Combinationen. Wir haben zu sehen, ob wir ein Differential 
da bestimmen können, das an den in m enthaltenen Stellen verschwindet, 
und zwar so, dass die Norm von da, nämlich da-db gleich Hdw’ wird. 


SE > BR. 
ae Se nt. jo See 
a la. Si ee N 
a EN DR \ 
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da wird ausser an den Stellen in m noch an vier Stellen zu Null. Da 
K,, vom Range 5 ist, so giebt es also zwei linear unabhängige Differentiale 
da, die an den in der Combination m enthaltenen Stellen verschwinden, 
oder das allgemeinste Differential da, das an den Stellen der Combination 
m verschwindet, enthält eine wesentliche Uonstante. Ebenso ist es mit dem 
conjugirten Differential db. Ist nun dw irgend ein Differential erster 
Gattung in K, so wird = 
Nullstellen von dw unendlich wird und deshalb das Produet zweier 


eine rationale Funetion in K. die nur an den 


p-Functionen aus K sein muss, etwa gleich 9,9. Da Y, und g, nur für 
die Nullstellen von dw unendlich werden, so werden y, de = dw, und 
p, dw = dw, Differentiale erster Gattung, und es ist demnach, wenn da und 
db in der oben angegebenen Weise bestimmt sind, immer 

dadb = Hdw,:dw.,,. 


Die in da und db vorkommende wesentliche Constante kann aber immer 
so bestimmt werden, dass dw, = dw, wird. Wir nehmen an, das sei 
geschehen, und setzen den gemeinsamen Werth von dw, und dw, gleich dw, 
dann ist 
da-db = Hdw'‘. 
Erinnern wir uns wieder der Bedeutung von da und db. Es war 
da = dv-+dt, 
db = dv —dt, 


also 
de =! (da+db) 


ferner 


[da db Vdadb 
+ 


dw = + J r + — 


und also 


du = (Yda + Yab)}, 


223 


— 


Ydu = — (Yda+YVdb), 
V2: 


Wenn der Combination m eine Wurzelfunetion entspricht, so wird 


Vau diese sein. Aber es ist noch zu untersuchen, ob Ydu immer eine 
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Wurzelfunetion ist. Ydu ist dann und nur dann eine Wurzelfunetion, wenn 
es an seinen Nullstellen sich wie eine rationale Funetion von K,, verhält. 
Das ist sicher dann der Fall, wenn da und db keine gemeinsame Nullstelle 
Es braucht aber nicht der Fall zu sein, wenn da und db eine oder 
mehrere gemeinsame Nullstellen haben. Wie wir schon oben sahen, ist eine 
da und db gemeinsame Nullstelle auch Nullstelle von dw. Nun werde dw 


haben. 


Null für p gleich ec; es sei also de = 


(p—e)dp 
u 


Als Differential von K. 


56 


betrachtet, wird dw an vier Stellen Null, nämlich an den vier Stellen, an 


denen p den Werth e hat. 


An 


diesen Stellen 


müssen auch 


da und db 


Null werden, und zwar so, dass da an der einen und db an der anderen 
von zwei conjugirten Stellen verschwindet und dass die Gesamtheit dieser 
Nullstellen die Nullstellen von dw’ ausmacht. 


Fälle denkbar: 


der ersten Ordnung; 


Es sind daher folgende drei 


l. da verschwindet für die vier Stellen, an denen p=e ist, von 


2. da verschwindet für eine von diesen vier Stellen von der zweiten 
Ordnung und für zwei von der ersten; 
3. da verschwindet für zwei von diesen vier Stellen von der zweiten 
Ordnung. 


s 11. 


1. Wir betrachten zunächst den Fall 1. 


Nullstellen von de Null. 


‘e 
dw 


da und db werden an den 


db \ : ; 
und 2 werden also rationale Funetionen in 


K;;, die nur in , unendlich werden und die an den Stellen o,, 0, und an 
den Stellen der Combination m Null werden. Sie sind also durch m (wenn 


überhaupt solche Funetionen existiren) vollkommen bestimmt. 


db 


dw dw 


da 


Es wird 


— #H. Der Fall 1 ist also dadurch charakterisirt, dass sich 3 in 


zwei rationale Functionen von Ä,, zerlegen lässt, die nur in rı, unendlich 
werden, und er tritt so oft ein, als dies möglich ist. 


das überhaupt nicht möglich sein. 


b 
(7b 


Vau 


— 
— 


1 


V23 


Der Fall 1 ist ein Ausnahmefall. 


| 


da 
dw 


+ 


/ 


db\ 
dw) 


Vdw; 


'da di 
nn und y 7 - haben ausser den Stellen 0, und o, keine gemeinsamen Null- 


Im allgemeinen wird 
Es wird 
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stellen. Ydu wird folglich dann eine Wurzelfunetion sein, wenn Ydw sich 
rational an seinen Nullstellen verhält, also eine Wurzelfunction aus K ist. 
Setzen wir zur Abkürzung 


1;fu/de ,./dbr ; 
V22 L dw T dw) a 
und 
1 [1/da /db\ = 
Y22 dw dw) BD, 
ferner 


dp = dw, (@ =], oo 6), 


so erhalten wir folgende zu m gehörende Wurzelfunetionen 


AVYdw, und BVYdw, (a=1,...,6). 


Da 
‚/da db | /da /db \ du 
| | Be 22 
A_ dw + dw L ir dw) B0 dw 
B /da db E da db 2 di 


dı er | do de dw dw 


also gleich einer rationalen Function aus K(z) multiplieirt mit Vp,; ist, so sieht 
man leicht, dass AYdw. und BYdw, Wurzelfunetionen sind, deren Quotient 
rational ist, so dass jeder Ausdruck von der Form « AYdw, +? BYdw, 


eine Wurzelfunetion darstellt. Dasselbe gilt von AYdw, und BYdw,. Der 
Quotient irgend zweier anderen der Wurzelfunetionen wird aber nicht rational, 
sondern gleich dem Producte einer rationalen Function mit einer der 
15 Grössen Yp,;. 

2. Wir betrachten den Fall 2. In diesem Falle haben da und db 
gewiss eine gemeinsame Nullstelle.e An dieser könnte sich Yda+Ydb nur 
dann wie eine rationale Function verhalten, wenn sie eine der Verzweigungs- 
stellen e, wäre. Einer solchen Stelle entsprechen aber in K,, nur zwei 
Stellen, und da da im Falle 2 für p = c an einer Stelle von der zweiten 
und an zwei Stellen von der ersten Ordnung, also an drei verschiedenen 
Stellen verschwinden soll, so kann e nicht gleich einer der Grössen e, sein. 
Entspricht also der Combination m der Fall 2, so erhält man keine Wurzel- 
funetionen. 
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3. Wir gehen zum dritten Falle über. da und db haben keinen 


gemeinsamen Theile. Yd« ist immer eine Wurzelfunetion. Es handelt 
sich noch darum zu bestimmen, wie viel Wurzelfunetionen zu einer Com- 
bination m im Falle 3 gehören. Man möge die Differentiale da, da,, ... 


u x a da, db, 
und die dazu conjugirten db, db,,... erhalten. Die Funetionen da’ 1b 


dann rationale Functionen vierter Ordnung in K,,;, die für p=ec an zwei 
Stellen von der zweiten Ordnung unendlich werden und an zwei Stellen 


sind 


von der zweiten Ordnung Null werden, für die p auch denselben Werth hat, 
. da, db, 
d.i. —. 
da da db 
von K, die für p = ce, von der zweiten Ordnung Null und für p=e von 
der zweiten Ordnung unendlich wird. Sie ist daher bis auf einen constanten 
(p —C, ; 
(p—e)' 


so können wir die Funetionen 


A, 


etwa e,. Die Norm von wird eine rationale Funetion 


Factor gleich Nehmen wir an, da und damit c seien bekannt, 


la, i re m 
ze ‚... bestimmen. Wir können setzen 


a FREE 
da (p—.c)? 


.. . . . . da, D 
und es müssen die r eanze rationale Funetionen von sein. Da im 
- da 


Unendlichen endlich bleiben muss, so ist r, = 0, r, eine Uonstante, r, vom 
ersten und r vom zweiten Grade. Nun wird 

on 

db (p— c)’ ! 
da, db, 
da db 


enthalten darf, so folgt, dass r,r, = 0 sein muss. Also entweder r, = 0 


und da rational in p wird, also kein Glied mit dem Factor 5 =gq 


oder r, = 0. Ist r, = 0, so wird 


da, r-+r,g, 


da (p—e)?' 
Es wird also da für p= ce an zwei Stellen von der zweiten Ordnung Null, 
für die g, dasselbe Zeichen hat, q, aber das entgegengesetzte. Dasselbe 
eilt von db und analoges von da, und db,. Es ist aber 
2 (p — ec)’ dp 
(Vp,(e—e,) + Yp(e—e,))' q 
ein Differential aus X,,, das dieselbe Eigenschaft wie da und db hat. Ist 


du = 


di das zu du konjugirte Differential, so werden bei geeigneter Bezeichnung 





2 ee ee ee ai) 
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da 


db R : . N i . 
77 und du rationale Functionen in K,,, die nur in zz, unendlich werden, und 


da db _ Haw® 
di du didu 
r,=0 Hin der im Falle 1 angegebenen Weise zerlegbar wird. Wir 
kommen also auf einem anderen Wege wieder zum Fall 1. Wir können 
uns daher hier auf den Fall beschränken, dass r, = 0 wird. 


da ausserdem — Öonst. H wird, so sehen wir, dass für 


Dann ist 


da, _ +19 
da (p—c)” 


Hier ist r; eine Constante und r eine quadratische Function von p. r ist 
so zu bestimmen, dass r+r,g; für p= ec und ein bestimmtes Vorzeichen 


da, 5 . 
- bis auf einen 
da 


constanten Factor bestimmt, zwar nicht eindeutig, aber nur endlich viel- 
deutig. Man erhält nämlich folgende Funetionen, in denen c,, den Werth 
bezeichnet, den p,; für p= e annimmt: 


von g; von der zweiten Ordnung Null wird. Dadurch ist 


> 


| VPE VPı } 
p—c 





und die analogen. Entsprechend den drei Zerlegungen 12, 34; 13, 24; 14, 23 
der Periode 1234 giebt es drei solcher Functionen und die dazu conju- 


girten. Wir führen für die Functionen Y Te und Y u folgende Be- 


zeichnung ein 








Ve, P.: Y Ve, P;; 
' Au 





l 


+2 =+ h;4 


I 





v. BEE ne 
Ve. P;; i Ve, Pı: 


- 92 = +9 >= Dec 


und entsprechend seien Ay, 913... definirt. Bei passender Wahl der Vor- 
. K2 ° “ [3 da, [ 
zeichen ist dann A, gleich einer der Functionen > und 9. gleich der 
conjugirten vi 
Jug db ' 
Ist nun m gewählt und da und damit ce bekannt, so erhalten wir 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 1. 4 








26 Jung, über Thetafunctionen, die nicht zur Riemannschen Klasse gehören. 


unter der Annahme, dass der Fall 3 vorliegt, folgende Wurzelfunctionen: 
Yda + yab 
Y23 
h,,Vda+g,,Vab 
V23 
und die analogen, im ganzen acht. Es ist zu vermuthen, dass diese acht zu 


m gehörenden Wurzelfunctionen Quotienten haben, die, wie das bei den bis 
jetzt behandelten Fällen war, entweder rational sind oder bis auf einen 


Factor Yp,, rational sind. Diese Vermuthung bestätigt sich. 
Zunächst sieht man, dass 


Ydat+yab_  da—db 2, 
Vaa—Ydab (Yda—Ydb) zdu 





bis auf den Factor Vps; rational ist. Ferner wird z. B. 


Yda-+ ydb 


 h,da+g,db+Ydadb(h,, + 9,) 
(Yda-+ Yab)' 


Das ist bis auf einen rationalen Factor gleich 


h.da + 912 db+ Vda db (ht 9); 


setzen wir da = dw+Vp,dw,, wo wir do und dw, rational annehmen 


können, so wird db = dw —Yp,,dw, und der betrachtete Quotient bis auf 
einen rationalen Factor gleich 


Vp.: Ca dw+ Vpsss Ce dw, +3 Vp:: c dw, 


also rational bis auf den Faetor Yp,.. Analoges gilt von den anderen Quo- 
tienten. Rational wird der Quotient in diesem Falle für keine zwei der 
zu m gehörenden Functionen. 

Damit sind alle Fälle erschöpft. Wir sagen von den in $ 10 und $ 11 
behandelten Wurzelfunetionen, sie gehören zur Periode 56. Ganz analog 
sind die Verhältnisse für die zu den anderen 14 von Null verschiedenen 
Perioden «# gehörenden Wurzelfunctionen. 


ee ea er 


ee. 
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$ 12, 


Es bleibt noch zu entscheiden, für wie viel Combinationen m die 
Fälle 1, 2 oder 3 eintreten. Da der Fall 1, wie wir sahen, auch im Fall 3 
enthalten ist, so können wir uns darauf beschränken, festzustellen, wie oft 
der Fall 2 und wie oft der Fall 3 eintritt. Wir erhalten dann auch sofort 
die Anzahl der Combinationen, denen Wurzelfunetionen entsprechen. Denn 
wir sahen, dass dem Falle 3 immer Wurzelfunetionen entsprechen, dem 
Falle 2 aber nicht. 

Es seien m und m, zwei verschiedene Combinationen der Nullstellen 
ı,, n, von H und zwar solche, dass von zwei conjugirten Stellen immer 
eine und nur eine aufgenommen ist. Dann können wir immer zwei Diffe- 
rentiale da und da, so bestimmen, dass sie ausser an den Stellen von m 
und m, je nur noch für einen Werth von p verschwinden, etwa da fürp = c 
und da, fürp= c,. Es ist zu untersuchen, wann da für p=e und da, 
für p = c, an zwei Stellen von der zweiten Ordnung und wann an einer 
Stelle von der zweiten und an zweien von der ersten Ordnung ver- 
schwindet. m und m, mögen in oe Stellen verschieden sein; es enthalte 
etwa m die Stellen z,, 2, ...,r, und also m, die Stellen a, ;,...., ı,, während 


R . . ; m ö da 
die anderen Stellen von m und m, dieselben sind. Die Function F hat 
dann die Stellen n,,...,r, zu Null- und die conjugirten ,,...,7, zu Un- 


endlichkeitsstellen. Umgekehrt ist es bei der conjugirten Function = . Ausser 


diesen Null- und Unendlichkeitsstellen haben En und = nur noch die Null- 


und Unendlichkeitsstellen, für die 9 =c, oder gleich e ist. Die Norm von 


da, id da, db, 
=; nämlich pr . ey ’ 


p= c, Null, und zwar beidemal von der zweiten Ordnung und für beide 


wird demnach nur für p=e unendlich und für 


\ br p—c,\ 
Werthe von g, ist also gleich Const. (1, .)- 
Nun sei p an der Stelle z, gleich ö, und ferner 


da, — rrr gI+r, I: + NG 
da (P-4,)...(p—0,)(p—e)' 


Dann müssen die r ganze Functionen von p sein. Es wird 


db, En r+r,g9—n,g,—1,9; 
db  (p—0,)...(pP—8,)(p— ce) 
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Da Di rational in p wird, also kein Glied mit dem Factor q ent- 
halten darf, so wird 
rn =nr;. 
Wir können also etwa setzen 
n=9gıh, 13= 9 h 

mit der Bestimmung, dass 

gh=r und he=tn 
ist. Dann wird 

(P-8)...(P- 8) (p- 0° Ga 


= (g: +9; g;5) (h; +h; g.)- 


Man erkennt aus dieser Herleitung den allgemeinen Satz, den wir 
später benutzen werden, dass nämlich eine Function in K,, deren Norm 
eine rationale Function von p ist, in das Product einer Function aus Ä (p, q;) 
und einer aus Ä (p, g;) zerfällt. 

Aus der Gleichung 


da, db, _ pP—c,\ 
da, db — Oonst. ya, 
folgt 
(9939) (ha —hrq 
= (p-6,) (p-62) ...(p—0,) (p-e) (p-0)-. 
Soll nun 2. für p = 0, nur an einer der diesem Werthe entsprechenden 
ja p pP 


vier Stellen unendlich und an einer anderen Null werden, wie es sein muss, 
so muss für p= 60, +99 oder 9—9;g; und gleichzeitig h;+h,g, oder 
h;—h,g, verschwinden. Auf jeden Fall werden die Functionen g—9;9; und 
h;— hg; beide durch p—O, theilbar. Ebenso sind sie beide theilbar durch 


p—0: Pd, 
Ist ferner da für p=c an zwei Stellen von der zweiten Ordnung 


da s . A 
Null, also —, an zwei Stellen von der zweiten Ordnung unendlich, so muss 


9:+9;9; oder hy+h,q, für p= ce von der zweiten Ordnung verschwinden. 
Es ist also einer der beiden Factoren 9 —9;9 und a —h;g; durch (p—c)' 
theilbar. Ist aber da fürp=c an einer Stelle von der zweiten Ordnung 








2 > an 
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a da . 
und an zwei Stellen von der ersten Null und demnach ,_ in entsprechender 


Weise unendlich, so enthält jeder der Factoren E—9g und 3—h;g; den 
Factor p—c. Gehört also zum der Fall 3, so ist nur eine der Functionen 
p%—-9g und 3—h;g durch p-c theilbar, sonst beide. Aehnlich verhält 
sich es mit m, und c,. Nun sind die Funetionen &—gg; und h,—h;q, aber 


' da, . ’ 
sicher von gerader Ordnung, da sonst Ge im Unendlichen eine Nullstelle 


hätte. Andererseits ist aber der Grad dieser Functionen eongruent o (mod 2), 
wenn beide durch p—c und durch p—c, oder wenn nur eine durch (p—e)' 
und auch nur eine durch (p—c,)' theilbar ist, wenn also m und m, dem- 
selben Fall entsprechen. Dagegen ist der Grad der Functionen nach dem 
Modul 2 mit o+1 congruent, wenn m und m, verschiedenen Fällen ent- 
sprechen. 

Also auch umgekehrt: 

Ist oe gerade, d.h. sind m und m, in einer geraden Anzahl Stellen 
verschieden, so entsprechen entweder m und m, Wurzelfunctionen oder beiden 
entsprechen keine. 

Ist dagegen oe ungerade, d. h. unterscheiden sich m nnd m, in einer 
ungeraden Anzahl Stellen, so entsprechen der einen Combination Wurzel- 
functionen und der anderen nicht. 

Wir nennen die Combinationen, denen Wurzelfunctionen entsprechen, 
wesentlich, Ist dann m eine wesentliche Combination, so ist jede Com- 
bination, die sich von m durch eine gerade Anzahl von Stellen unter- 
scheidet, wieder wesentlich, alle anderen nicht. Danach ist die Hälfte aller 
Combinationen m wesentlich, die andere Hälfte nicht. 


$ 13. 
Wir wollen nun auch für die Wurzelfunetionen der Periode 56 eine 
geschlossene Darstellung geben. Es sei also eine wesentliche Combination 


.. . . . d 
m ausgewählt. Es handelt sich um die Bestimmung von da und db oder Sn: 
[} . y . . d db . ” % . 
Die Norm dieser Function ist ri 7a >}, Nun hat sich bei Gelegenheit der 


> u. . . . a 2.0 
Betrachtung der Function m in $ 12 gezeigt, dass eine Function in K,,, 


deren Norm kein Glied mit q enthält, in das Produet einer Funetion des 
elliptischen Körpers X (p,g;) und einer Function des Körpers K (p, 9) vom 
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a, u 
Range Null zerfällt. Daher kommt es, dass wir die Funetion EL verhältniss- 


mässig einfach darstellen können. Wir wollen in folgender Weise verfahren: 


BR IF dp 


Wir setzen 


’ 
Pı234 


wo die Constante ce so bestimmt sein soll, dass die eine Periode von # gleich 
1 wird. Dann führen wir die vier zu K(p,g;) gehörenden 9-Functionen 
ein. Wir bezeichnen sie mit o,(u), 0,(u), 0,(w), 0,(u) und es sei o,(w) die 
ungerade Function. Genauer sei 

o,(u) = #(u; 1,1), 0,(u) = Fu; 0,0) 

(u) = Y(u; 1,0), 0,(u) = Ilu; 0,1). 
Die von Eins verschiedene Periode sei w. Sie sei so gewählt, dass die 
Funetion o, der Grösse Yp-e, (@ = 1,...,4) proportional wird. 

Wir setzen, wenn n' irgend eine Stelle in Ä,, bezeichnet und also 

auch in A (p,g;), 


Dann wird, wenn rn" die in K,, zu n’ conjugirte Stelle ist, die auch in 
K (p,g;) zu n’ conjugirt ist, bei geeigneter Wahl des Integrationsweges 


an! 
! 
du = —u. 
e 
da 


db 
Nullstellen conjugirt sind. Nun lassen sich aber Primfunetionen”) bilden, die 


nur an einer Stelle in X,, Null werden und an der conjugirten unendlich. 


Die Funetion „, hat die Eigenschaft, dass ihre Unendlichkeitsstellen zu den 


e j Rs z d a 
Aus solehen Primfunetionen können wir dann zusammensetzen. Es sei 


a 
db 
nämlich z, eine der einfachen Nullstellen von 7 = z°. Ihr entsprechen in 
K,, zwei conjugirte Stellen z,, n,. Der Werth von « an der einen Stelle 
sei «,, an der anderen also —u,, der von p, der an beiden Stellen der 
nämliche ist, sei p®. Zur Abkürzung sei noch p”—e; = p$”. Dann be- 
trachten wir die beiden Functionen 


*) Auf solche Primfunctionen machte mich Herr Schottky aufmerksam. 
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en o, (u—u,) | a 
Vo, (u—n)o, (u+u) Yp, pa —yYpi p,’ 
o, (u-+1u,) a 


> 


D4 


Vo, (u iTı u) 0, (u + u) YP, p|” 7 Yp\® Ps, 


Hierin bedeutet # den Werth von « für unendliches p und a ist eine Uon- 
stante. Von den beiden Functionen /, und /, wird die eine an der Stelle 
, Null und in z, unendlich; bei der anderen ist es umgekehrt. Voraus- 


gesetzt ist dabei, dass die Vorzeichen von Yp{” und Yp\” passend bestimmt 
sind. Das Produet 2,2, wird demnach constant. Wir können a so bestimmt 
annehmen, dass 4/4,= 1 wird. Um die beiden Funetionen genauer zu 
unterscheiden verfahren wir so. Wir denken uns einen geschlossenen Weg 
gegeben, der in der p-Ebene verläuft und e, und e, einschliesst, aber keinen 
der Punkte p” (@ = 1,...,N). Ferner denken wir uns für einen der Punkte 
dieses Weges das Vorzeichen von Yp, p, festgesetzt. Dann ist ein ganz 
bestimmter geschlossener Weg im Körper K(p,Vp;) definirt, den wir y 
nennen wollen. Lassen wir p den Weg y einmal durchlaufen, so ändern 
sich in Z, und Z, nur die Grössen Yp; pi? +Yp!® p; und Yp,; ps” —Vp$” p, und 
zwar nehmen sie den Factor e" oder e”” an. Es ist aber das Produet 
der beiden Grössen gleich (e,—e;) (p—p,), ändert sich also garnicht bei 
dem Durchlaufen des Weges y, da y den Punkt p, nicht einschliessen soll. 
Daraus folgt, dass die eine der beiden Grössen den Factor e*", die andere 
den Faetor e”” annimmt. KEbenso ist es dann mit den Funetionen /, und }.. 
Wir bezeichnen die der beiden Funetionen /, und Z,, die den Factor e+" 
annimmt, wenn p den Weg y in einem ganz bestimmt festgesetzten Sinne 


— er möge positiv heissen — durchläuft, mit g, und ihre Nullstelle mit 
r1,., die andere Funetion aber mit g/ und ihre Nullstelle mit x. 
N ee. 1 : n 
Wir gehen nun zur Darstellung der Function _, über. Diese Function 


wird an N Stellen von der ersten Ordnung Null, nämlich an N von den 
2N Stellen ,, 73, ..., Ay, 7%, 715, ...,72y Jedoch immer nur an einer von zwei 


on a 
eonjugirten Stellen 7, und n}. 7, möge etwa an den Stellen 


" 


' ' ! " 
IT, JT, nn. IT), Aıyı 7Ly 


a 
b 


Ordnung Null. Für diese hat p denselben Werth, ebenso g, und also auch a, 


j d a r 
Null werden. Ausserdem wird 7 noch an zwei Stellen von der zweiten 
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dagegen g, entgegengesetzte Werthe ($ 11). Die Unendlichkeitsstellen sind 
die conjugirten der Nullstellen. Danach haben wir 


da 2 ,. 3° „ o(u—A) 
a5 4 9« 9a’ 2 (uri)' 


dabei ist 4 aus der Gleichung 
N 
4i+-Fu,=0 
a—l 


s .,d . ; : s 
zu bestimmen, damit =, rational wird. Da w jeden der Indices 1, 2, 3, 4 


bedeuten kann, bekommen wir zu jeder Wahl der Nullstellen z/, x’; von 2 


vier Funetionen. 
Es sei nun zur Abkürzung 
A N a 
II [7 II Ga F, 
a—l a—=ıi+1 
und die conjugirte Function 
2 N 3 G 5 
Ig, 1 9,,=-G; 
a—1 a—)ı-+1 
dann wird 
da 0, (u—)) db „, o,(u+Ä) 
db "ol +4) da "ohw—A) 
F'erner ist aber 
da-db = Hdw‘, 


wo zu setzen ist 


_ On (u+A)o(u—4) dp 
ordern. 4 





danach wird 





EUER SE ni N 


den /E - - s ren De : 
da=zVF, o(u+u)o (u-u) gq o,(u—u)o,(u—u) q 


Diese Ausdrücke müssen rational in ÄK,, sein. Sie dürfen sich also nicht 
ändern, wenn zZ. B. p den früher definirten Weg y etwa in positivem Sinne 


durchläuft. Dann aber nimmt jedes g’ den Factor e”" und jedes g" den 
. ml  _nilN-A) 
Faetor e”" an, YF, also den Factor e’.e ° = eid-c+1), Daraus folgt, 
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« 


. ! d . . aa . . 
dass die Anzahl A der Nullstellen z/, von er nicht ganz willkürlich ist, 


sondern dass sein muss 
, = 0—1 (mod 2). 


Danach ist eine wesentliche Combination der Nullstellen /, 7) dadurch 
charakterisirt, dass immer von zwei conjugirten Nullstellen eine und nur 
eine in ihr enthalten ist und dass die Anzahl der in ihr enthaltenen Null- 
stellen z, (und dann ebenso auch die der Nullstellen =) mit o—1 nach 
dem Modul 2 congruent ist. Es ergiebt sich auch hier, wie früher ($ 12), 
dass die Hälfte aller Combinationen von N Stellen, die immer nur eine 
von zwei conjugirten Stellen enthalten, wesentlich ist. 


Wir hätten jetzt als Wurzelfunetionen zu nehmen ($ 10) 


Yda- ydb 


Y2z 


Wir wollen aber denselben Factor hinzufügen, den wir bei den 
Wurzelfunetionen der Periode O0 hinzugefügt haben ($ 9), nämlich 


/q 


ig YLi((dt—t)) L((t—1t.))... L((t- t,)). 


Setzen wir 


VE, 


/Lt—t, u 
FR (RE TE Men 6))... L(t—t,)) = F, 


v6, 


0, (u+ u) 0, (u— u) VL (d—1,)) vr L (E—1t,)) = G, 


[3 y l [3 LU [2 
so haben wir unter Fortlassung des Factors = die Wurzelfunetionen 
Y: 


VF o,(uw—M)+VG o,(u+A). 


$ 14. 
Wir wollen nun die Wurzelfunetionen mit Indices bezeichnen und 


sie den T'hetafunetionen von oe Variabeln zuordnen. 


Die Bezeichnung der Wurzelfunctionen kann in folgender Weise 
gewählt werden. Wurzelfunctionen, deren Quotient rational ist. bekommen 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 1, n 
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denselben Index. Sind ferner W,, W,;,, W, drei Wurzelfunctionen und 
existirt eine vierte W derart, dass 

W„W 

W;,W, 
rational ist, so geben wir W den Index «ßy. Existirt keine solche Wurzel- 
funetion, so wollen wir trotzdem den Index «y einführen. 

Ausserdem definiren wir für jeden Index « eine Zahl k,, die angeben 
soll, wie viel linear unabhängige Wurzelfunetionen den Index «& haben. 
Entspricht dem Index « keine Wurzelfunetion, so haben wir %, gleich Null 
zu Setzen. 

Wir sahen nun, dass immer mehrere Wurzelfunetionen in der Weise 
zusammengehören, dass der Quotient irgend zweier von ihnen gleich einer 


rationalen Function multiplieirt mit einer der Grössen Y Pa; wird. Wir nennen 
solehe Funetionen verwandt. Sollen zwei Functionen verwandt sein, so 
müssen sie zunächst derselben Periode angehören. Und ferner findet man, 
dass auch die Combination ce der Nullstellen z, oder die Combination m der 
Stellen x/,r, für beide dieselbe sein muss. Es sind also in dem Früheren 
die zu einer Wurzelfunetion gehörenden verwandten vollständig angegeben. 

Hat nun die eine von zwei verwandten Functionen den Index d und 
unterscheidet sich der Quotient beider von einer rationalen Function um 


den Factor Yp,;, so werden wir der anderen den Index d«fß geben. Denn 
dann genügen wir sicher den oben für die Bezeichnung überhaupt ange- 
gebenen Bedingungen. Uebertragen wir die Bezeichnung verwandt auch 
auf die Indices, so können wir sagen: zu jedem Index d‘ gehören noch 
15 Verwandte daß (e>P=1,...,6). Aber nicht jedem von ihnen braucht 
eine Wurzelfunetion zu entsprechen. 

Wir betrachten die einzelnen Fälle. 

I. Die zur Periode 0 gehörenden Wurzelfunctionen. 

Wir bezeichnen alle wesentlichen Combinationen der Nullstellen zz, 
von H mit Indices. Eine habe den Index c. Sie enthalte / Stellen. Wir 
geben dann irgend einer der zu ce gehörenden Wurzelfunctionen den Index c, 
den anderen die Indices c«ß. Die Zahlen %,, k,,,; sind in diesem Falle 
alle einander gleich, nämlich gleich k—1, wo k durch die Gleichung definirt 
war 2k+l=0+1 ($8). Es wird also 


R= k.a5 = k—1 =,[ 
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Ist ce eine wesentliche Combination, so ist 2<<0—1. Das Resultat 
gilt aber im allgemeinen auch noch für = o—1, da zu einer Combination 
von o—1 Stellen im allgemeinen keine Wurzelfunetion gehört. Wir rechnen 
daher auch die Combinationen von o—1 Nullstellen z, von H zu den 
wesentlichen, rechnen aber Combinationen, die zusammen alle Nullstellen 
sr, von H enthalten, nicht als verschieden. 


Da es 2° wesentliche Combinationen e giebt und zu jeder 16 ver- 
wandte Indices, so bekommen wir im ganzen 16-2°°* = 4° zur Periode 0 
gehörende Indices. 


Wir berücksichtigen den Fall 2 = o—3 noch besonders. 


Für diesen Fall hatten wir folgende Darstellung gefunden ($ 9). 
Ist ce eine Combination von o—3 Nullstellen, etwa der Nullstellen ,,...,77,_;, 
so bilden wir 


0—3 


P(ö) = N L((t-t,) 


ai 


und erhalten dann folgende zu dieser Combination gehörende verwandte 
Wurzelfunctionen: 


YP(() 9, (1+ 5): 


wo u irgend einen der 16 'T'hetaindices bedeutet. Wir geben dieser Function 
den Index cu. 
Die Zahlen %,, sind hier alle gleich 1. 


II. Wir behandeln nun die zur Periode 56 gehörenden Wurzelfunetionen, 
lassen aber den $ 11,1 behandelten Ausnahmefall beiseite. 


Wir denken uns alle wesentlichen Combinationen aus den z/, und 
rı, mit Indices bezeichnet. Eine habe den Index m. Zu m gehört dann 
eine bestimmte Function F und @ ($ 13). Für die zu m gehörenden Wurzel- 
funetionen fanden wir die Darstellung 


W = VF o,(u—1)+VG 0,(u+ 4) (u=1,...9). 
Wir können diese so bezeichnen. Der Function 
VF 0,(u—4)+ VG 0,(u+%) 
seben wir den Index mlu; dann müssen wir der Funetion 


VF G, (u—))— V@ 0, (u+4) 
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den Index m156u geben. Von den 16 zu m verwandten Indices ent- 
sprechen hier nur achten Wurzelfunctionen. Die Zahlen %,,,; haben 
folgende Werthe: 

hau — ki .156 u —-] u=(1,...M). 
= 0. 

Da es 2°” wesentliche Combinationen m giebt und zu jeder 16 ver- 
wandte Indiees gehören, so bekommen wir im ganzen 4° zur Periode 56 
gehörende Indices. Dasselbe gilt von den zu den anderen Perioden 
gehörenden Indices, Rechnen wir die zur Periode 0 gehörenden Indices 
hinzu, so erhalten wir im ganzen 16-4° = 4°'° = 4* Indices, wie es auch 
sein muss, da der Körper K(z) vom Range o ist. 


Im übrigen ist k 


maß 


$ 15. 

Wir haben im vorigen Paragraphen 4° Indices definirt, also gerade 
so viele, als es 9-Funetionen mit zweitheiliger Charakteristik von o Variabeln 
giebt. Wir können also jedem Index eine dieser 9-Functionen zuordnen. 
Dabei können wir diese Zuordnung in folgender Weise wählen. 


Wenn man für die Argumente in die 9-Functionen Integrale erster 
Gattung einsetzt, so werden die ungeraden Functionen, falls sie nicht etwa 
identisch verschwinden, einer der Wurzelfuncetionen proportional. Wir 
werden die Bezeichnung so wählen, dass eine 9-Function mit dem Index « 
der Wurzelfunetion mit demselben Index proportional wird. Dann ent- 
sprechen immer 16 verwandten Indices auch 16 verwandte Functionen 
uno: Pie im vorigen Paragraphen definirten Zahlen k, haben dann noch 
eine zweite Bedeutung. Sie geben nämlich an, dass die 9-Funetion 9, mit 
Gliedern der Dimension %k, beginnt. Da wir bestimmen können, wie oft 
k, gerade und grösser als 0 und wie oft k, ungerade und grösser als 1 ist, 


so können wir bestimmen, wie viel gerade Funetionen mit den Argumenten 
verschwinden und wie viel ungerade von höherer als der ersten Ordnung. 


k, wird aber grösser als 1 nur für die zur Periode 0 gehörenden 
Indices. Und zwar war allgemein ($ 8): 
o—1—I 
= Dr 


Es wird also z. B. 
k=-2 für l=0-5, k=3 für l=0-7usf. 


x PER Ede a he Sr Be Zi F 
re ee ” 
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‘) —d 
Wesentliche Combinationen aus / Nullstellen x, von H giebt es aber pe” j ). 


Es wird demnach, da für alle verwandten Indices hier die Zahlen k den- 
selben Werth haben, 


k=2 für 16-(°” 7) Indices, 


5 
s A .) 
k=3 für 16 Aal 6) Indices u. s. f. 


Nun entsprechen aber 16 zur Periode Null gehörenden verwandten Indices 


16 verwandte Funetionen 4 Diese beginnen demnach mit Grliedern 


mrno* 
derselben Dimension. Ihnen entsprechen aber immer vier bestimmte der 
Funetionen Y,,, mit denen sie im Gleichungssystem (5.) $ 4 vorkommen. 
Aus diesem Gleichungssystem erkennt man, dass die vier Funetionen y, 
mit Gliedern derselben Dimension beginnen wie die zugehörigen 16 ver- 
wandten 9,,... Daraus folgt, dass von den allgemeinen 9-Funetionen %,,, 


von o Variabeln anfangen 


ae i , 20—2 
mit Gliedern 2. Dimension 4-( ug ), 


4 r ü ’ ö 20—2 
mit Gliedern 3. Dimension 4.( 2 2 u. 8 f. 


Ist also o=4, so verschwindet keine der geraden Funetionen 
gleichzeitig mit den Argumenten. Ist o=5, so beginnen 4 mit Gliedern 
der zweiten Dimension, für o = 6 schon 40, und für o = 7 beginnen 264 
mit Gliedern der zweiten und 4 mit Gliedern der dritten Dimension; u. =. f. 

Für uns kommen nur die Funetionen in Betracht, die nicht von 
höherer als der ersten Ordnung mit den Argumenten verschwinden, da alle 
anderen identisch Null werden, wenn man für die Argumente Integrale 


erster Gattung setzt. 
$ 16. 

Wir betrachten nun die zur Periode w, gehörenden Functionen 4, 
Diesen entsprechen Wurzelfunctionen, die zu einer der Perioden «P ge- 
hören. Wir nehmen an, w, sei mit 56 identisch. Nehmen wir 9, als un- 
gerade an, so sind die 8 Functionen 9,., Fun; (= 0,...3) ungerade. Diese 


werden den 8 zu 56 gehörenden Wurzelfunetionen proportional, wenn für 
die Argumente Integrale erster Gattung gesetzt werden. 
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Bezeichnen wir den Werth einer Wurzelfunction für die obere Grenze 
der Integrale erster Gattung mit W,, für die untere mit W', und über- 
haupt den Werth irgend einer Grösse für die untere Grenze durch Hinzu- 
fügen eines Accentes, so haben wir 


C W W 

Di Cnw; E MW; MW; | 
D s i i 

Dun; en Cunzw; E INTUIW; MTI I: | 


wo die e numerische Constanten und E einen transcendenten Factor bedeuten. 
Dann folgt unter Benutzung der vier ersten Gleichungen des 
Gleichungssystems (5.), $ 4 und der Bestimmungen in $ 5, II; 


(i 0, >. 3), 


3 
(10°,)-(10%) | 47.) Dans Warn, = E 3 (.|an) na, Wann Wan 
(a=(,...3) 
wo (r) und (n|w) die schon früher ($ 3) benutzten Vorzeichen sind. Ebenso 
folgt aus den zweiten vier Gleichungen des Systems (5.), $ 4. 


(10°.)—-(10".) | 4(N,) Pan, Yarnın, = E 2 (7,|@;) Enon, Wan; Waunoz‘ 
(a =U0,...3) 
Es handelt sich noch um die Bestimmung der Constanten e oder ihrer 
Verhältnisse. 
Es ist zu setzen 
W,.=VFo,(u—4)+VG o, (u-+A), 
und da w, mit 56 identisch sein sollte, 
Wu. = VFo,(u—A)—VG o, (u+4), 
und ferner, wenn wir w, mit 13 und z, mit 12 identifieiren, 
Won = VF oo, (u—A)+ YG o, (u+ 4), 
W... = VFo,(u—-1)—- VG 0,(u-+A), 
Won, = VF o,(u—1)+VG 0,(u+ h), 
Wan, = VF 9, (u—-A)—V@ 0,(u+4), 
Won, = VFo, (u—A)+VG o,(u+A4), 
Wr... = VFo,(u—4)— VG 0,(u+A). 
Betrachten wir die Gleichung (10®.) 
| 4d Pan, Yo, = Ele Wu Win Cru, W no, W..+ no, W nu, Wow, 
— On, Wa, Wan 


(11.) 








Sg a ne 1a 
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Lassen wir hier die Grenzen nz und rı' der Integrale zusammenfallen, so 
wird w,., für beide Zeichen von z Null, E aber nur für das eine. Also 
muss für das andere der Factor von E Null werden. Weiter können wir 
annehmen, dass für ı = n’ 


VF Bi VF', 
YG = -V@' 
wird, also 


m) 
WW... _ Wu. W,.., u Wu = 
Dann wird der Factor von E in der Gleichung (11.) 
! ! ' ! 
W,, Wi, (Cn— Cu) + Wo, Je (Ca, Cnw )- 


Soll das Null sein, so muss sein 


W W, W W, 
m = mo; } ma, 


C =cC 


MW) MWg mw;* 


„)=c 


Benutzen wir dies und setzen die Werthe für die Wurzelfunetionen in (11.) 
ein, so bekommen wir 


(1 1°.) | 4d Pan, Yon, = E IVFG' (e„o,(u—4) o,(W+A)+c,.,03(u—4)0,(u + 4)) 
| +VFG (e,0,(u+ 3) 0,(W —) + 0,.,0,(u+ 4) 0,(W—3)). 


Das Verhältniss e,.,:c„ hängt von der Wahl der Functionen o ab. Wir 
finden es so. Wir setzen die untere Grenze gleich e;, und die obere gleich 
e. Dann werden die Argumente der w gleich der halben Periode 13, also 
@, der Functionen 9,(w,,%,). w, ist aber auch gleichzeitig halbe Periode 
der Functionen wv. Es geht demnach w,,, ‚über in w,, (0, 0), wird also 
Null, und zwar wieder für beide Werthe von 2. Es muss also in der 
Gleichung (11*.) wieder der Factor von E verschwinden, und zwar diesmal 
für beide Werthe von 3; demnach müssen die beiden Theile dieses Factors 
einzeln verschwinden. Es wird aber 


u= [du=0, go ("au 


u wird also gleich der Halbperiode, die die Function o, (u) = 9 (u; 1,1) in 
0,(u) = 3 (u; 1,0) überführt, also gleich 2 (Siehe z. B. Weber „Elliptische 
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Funetionen“ $ 18, 10.) Dann aber wird in Gleichung (11*.) 


C„ 0, (u er 1) 0, (u + 1.) + Cnw, 0; (u eo; 4) O3 (u 2: 4) 


= — (0, h0,A—c 0,40, 4 


Ma) 2 


und 
C„9,(u+%)o,(W" —A)+C,., 0 (ut) 0,(u'— 4) 
= +0,04 054 Cu, I3h O,h. 
Diese Ausdrücke werden beide Null, wenn wir 


„= —-c 


m Mdg 


setzen. 


Statt der Gleichungen (10.) haben wir jetzt, wenn wir c, mit zu E 
nehmen 


3 
4 (r1,) Pan, ar )) < (A. | W,) Wo; Wo; 


E 
Un, w; (( ET. ! 
Hier sind durch t—! die bis jetzt immer fortgelassenen Argumente 


ge) ER er e? — 2)’ 


angedeutet. Setzen wir für W,,..., die Werthe ein, so bekommen wir 
folgende Formeln 


| pn = TR Tr r) VFF' [0, (u— A) 0, (W— 4) — 0,(u—4) 0, (W—A)| 
+V66 [0, (u+4) 0, (W +4) —0,(u+4) 0,(u+A)] | 
u; = u en | VFG' [o, (u—%) 0, (w +2) —0,(u— 4) 0,(u' +4)] 


+VGF' [o, (u+4) 0, (W—A)— 0, (u+ 4) 0, (u — a) 


AL). PER! 3 is ba il 
Pan, 7 ba (Pl YFF [o, (u—))o,(W—4)+0,(u—4) 0,(W—4)] 


+YG@@' [o, (u+4) 0, (W+4)+0,(u+ 2) 0, (u + ]) 
+E 


Pan, T pP) | YFG' [o, (u—%) 0, (w+4)+0,(u— 4) 0, (u +4)] 


+YFG[o, (u+4) 0, (W—4)+0,(u+4) 0, (u — y)l. 





Hierdurch sind die zur Periode ®, gehörenden Functionen dargestellt. 
Für die Perioden w,, w, wird analoges gelten, sodass wir darauf nicht eingehen. 


nr 


N een 


EHE Ei 
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Ferner haben wir eine Darstellung der 8 ungeraden zu w, gehörenden 
Funetionen 9,,,. gefunden für den Fall, dass die Argumente Integrale erster 


Gattung sind z. B. 
3, = „® EW 


i gr 
Für die anderen von 0 verschiedenen Perioden «/ oder , w, wird ähnliches 
gelten. Wir können aber auch die 8 geraden zu einer dieser Perioden 
gehörenden Functionen 4,,,., bestimmen, nämlich mit Hülfe der in $ 6 ab- 
geleiteten Formel (9.) und der analogen, worauf wir hier nieht weiter eingehen. 

Es ist vielleicht noch folgende Bemerkung von Interesse. Wenn 
man die Gleichungen (10”.) und (10‘.) dieses Paragraphen durch einander theilt, 
so bekommt man links 

Yo (dl) 


Vo, (Le ')) 
Da dies ganz unabhängig von z ist, so muss auch die rechte Seite von 3 


unabhängig werden. Nun kann man die Gleichungen (10°.)—(10”.) ähnlich 
umformen wie die Gleichungen (10°.)—(10%). Man bekommt dann für (10'.) 


AI pa, Ya, (E-E)) = aE | VF@ [o,(u—R)0o,(W+%)+0,(u—4)0o,(w+A)] 


+VGF [o,(u+4) 0,(W —A)+0,(u+2) 0, (u —A)], 
wo « eine Üonstante ist. 
Benutzt man nun die Gleichung 


0,(0) 0, (u— uw) 0, (u—A) o,(W-+A) 


= 5,10, (u—wW—)) 0,u0,W-+0,10,(u—w—))0o,u 0, u 


und die hieraus durch gleichzeitiges Vermehren von # und « um die halben 


. 1 1+0o 0) Re ) 
Perioden ,, - und „ und ferner durch Vertauschen von 4 mit —A hervor- 


—_— 


gehenden Gleichungen, so bekommt man folgende Gleichungen statt (10®.) 
und (10%): 
ouowW—0,uo,u 


0,(0)o, (u— u’) 


! ! 
,0,uU0,U +0,u0,u 
-A, 


Al Yun, Yna (dt) =aE 0, (0) o,(u—u') 


Alan, Vo (ER) u E A R 


wo in beiden Gleichungen 
A = YF@G'[0,1 0, (wu —1)— 0,40, (u—u—%)] 


+ YGF [0,1 0,(W -u—1)— 0,40, (“—u—h)]. 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 1. 6 
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Dividirt man die Gleichungen, so bekommt man 


Uno (t-P) _ 10 uoW—a,uoW 


Ya (I!) a 0,u0o,W+o,uo,u 
Es wird also auch die rechte Seite, wie es sein muss, von 3 ganz 
unabhängig. Bedenkt man noch, dass o,« und o,u' proportional zu Yp-e, 
und Yp'—e, sind für « = 1,...,4 und dass die Grössen Yp—e, Yp'—e, wieder 
vieren der ungeraden Functionen 9, (w,, w,) proportional sind, wenn unter 


©,, ©, Integrale erster Gattung verstanden werden, so sieht man, dass die 
Vo, 


730; 
v und 9 (w,, »,) stattfinden ($ 6, (8.)), übereinstimmen, wie nicht anders 
zu erwarten ist. 


Darstellung von ganz mit den Gleichungen, die zwischen den Functionen 


8 17. 


Wir betrachten die Funetionen der Periode 0. Hier sind alle 9, ,- 
gerade oder alle ungerade. 

Zunächst betrachten wir den Fall, wo alle zu 9, verwandten Functionen 
ungerade sind. Von diesen werden alle die, deren Anfangsglieder von höherer 
als der ersten Ordnung sind, identisch Null, wenn für die Argumente Integrale 
erster Gattung gesetzt werden. Die anderen werden Wurzelfunctionen pro- 
portional und zwar denen, für die die Zahlen k gleich 1 sind. Um diese 
zu bilden, haben wir aus dem Product 

N 

her L((t-1,)) 
o—3 Factoren herauszunehmen und zu einem Producte P/((t)) zu vereinigen. 
Dann können wir setzen ($ 14. I) 


Wan, = VPÜO) 9.0, (143) 


und ferner 


g° 


C 1% 7 W' 
h } and C WR E mi „Ww mn ww 
u Ye 5 u u 


NITE , wg 


Hier ist e,.,., eine Constante und E ein transcendenter Factor, der mit 
( j 


dem Faetor E in $ 16 identisch angenommen werden kann. 
Wenden wir die Gleichungen (5.) $ 4 an und berücksichtigen die Be- 
stimmungen in $5 I, so bekommen wir 


(12.) +4p,n,%,(d-P)) = EVP() VP(«)) S,, 








RR RR : 
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wo 


3 s ı,. 
S, er = (N, | @;) C nw; F (t+ 5) 3, (1 + > ). 
e . e N, vi: Tamm 
Nun lassen sich die Functionen I, (t+ 5) Bi; (1 + 5) linear mit constanten 
Coefficienten ausdrücken durch die 4 Funetionen 
Vn, (E-8)) Y.,(d+t+s) (a =0...,3), 


wo, wie auch sonst, die Argumente nur angedeutet sind. Da aber S, den 
Factor w,,((—t)) enthalten muss, der in den Gleichungen (12.) auf der 


linken Seite steht, so wird 
(13.) 9, = 8, Y,, U-P) w.,(t+t +8) (“= 0.3), 
wo S,, Constanten sind. Um die Grössen S, zu bestimmen verfahren wir so. 
Die Argumente in den Functionen 9, (t+5.) und 4, (t+3 ) sind 


nicht willkürlich veränderlich. Aber wenn es gelingt, die Constanten zu 
bestimmen unter der Annahme, dass die Argumente ganz willkürlich sind, 
so werden die so bestimmten Constanten auch noch bei beschränkter 


Veränderlichkeit der Argumente richtig sein. Wir setzen also in den 
si) 


Gleichungen (13.) I9 = — tel, 2) und bekommen 


14) 3 lo) En 9,0), (U +3) = Su. (l+3) 
(.=U..,3) 


Setzen wir in Gleichung ((8.) $ 6) zn; = 0, so haben wir 
s 2 ! $ , ( z / s \ 
- (7; |) Ynz (i +5) r I, (0) IE (1 +5 J; 

woraus folgt, da 


3 
P> (n,|w,) (n,;|w,) =(, wweıne>Pß 
i—V) 


= 4, wenn a=ß, 
3 N 
= (1, | @;) I, ((0)) En (r -+ 5) = 4 Ti (if +5 ), 


Durch Vergleichen mit Gleichung (14.) ergiebt sich 


6* 
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Es wird also, wenn ce eine neue Constante bedeutet, 


pn = eVP(d) VP(e) w(t+t+s)-E, 
da) Pan, = teVP() VP((t)) w, ((t+t'+s))- E 

Pan, = teVP((d) VP(()) w,„,‚(d+t-+9)- . 

Pam = teVP() VP((‘)) w„,((+t'+s))- E 





Hierdurch sind die ungeraden zur Periode 0 le p bestimmt. Be- 
sonders einfach bekommt man noch 


Par, V, 
= I+1 
“ns +, tft) 


Es möge noch folgendes bemerkt werden: Da YP(()) o—3 Faetoren 


der Form YL((t—t,)) enthält, jeder von diesen für unendliche Werthe von p 


1 . " e s 
von der Ordnung j Null wird, und zwar für beide Werthe von g, so wird 


VP(() im Unendlichen für beide Werthe von q von der Ordnung _ 


Null; da nun die g an diesen Stellen nicht Null werden, so muss E von der 


Ordnung 3 im Unendlichen unendlich werden. Diese Eigenschaft von E 


werden wir noch verwenden. Im übrigen wird E nirgends unendlich und 
nur Null, wenn die obere Grenze mit der unteren Grenze zusammenfällt. 


$ 18. 


Wir betrachten nun den Fall, wo alle zu 9, verwandten Functionen 
gerade sind. Diese Funetionen gehören zu einer Uombination e von o—1 
Nullstellen z von H. Wir setzen 


ferner 


KORWTORE E: 10 = 50 (=) 


P(&) 
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Hieraus können wir dann die Wurzelfunetionen bilden: 


W, = VP, (0) 9 (142), 
W. = YP; (0) 3 (14°), 
W, = VP,() 9 (14° 3°). 


Sind aber 9,,9,,.9, drei ungerade 9-Functionen, die diesen Wurzel- 
funetionen entsprechen, so giebt es eine vierte gerade Function 9, so, dass 
my, 

9,9, 
gleich einer Abelschen Function wird. Wenn wir 9, als Function der 
oberen Grenze betrachten, so können wir demnach setzen 


‚ww, 
A > E W R (pP, g, 3). 


Aber es ist 


F u—hN al s——h,—t, \ 

AL, 7 (+32) s(1 +) 
W | AAN, 
3 9(ı+° ; )L(U-4)) 


und da 
9(t+ ar Ta) (+” m) t—')) 
ei bg (1 "yi ")L( BR 


eine rationale Function in K (3) ist, die wir mit R zu R vereinigen können: 
s(1-7+5)_ 
=E VP ((d)) L((t— )) R(p, 9; 3). 


Die verwandten Functionen bekommen wir, wenn wir 9 durch 9, er- 
setzen, wo u irgend einer der 16 Indices ist. Wir setzen 


(1-45) 


VG mu YP(() L ((t Be N) R, (p, 9, 3)- E. 


Nun führen wir die zu P(()) eonjugirte Function ein 


P.(0) = 1 L(t-t)). 


ad 
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Dann ist 


„» _ Po) P(0) L’(«—r,)) L’(t— 1.) 
L(ü)?* 


PEN Lan) Lu-n,) 


_ Pu) L(t—r,) L(t—r,)) ”* (-t+ 3) 


LH ((t) ler - » 


zY/P() = 


Der erste Theil ist aber eine rationale Function A von p und g. 
Setzen wir jetzt 
R.(p, 9,2) = f(pn )+9(P, 9)‘ >; 
so bekommen wir, wenn wir k mit g zu F vereinigen 
Fa L(— 1) 


E 
= YP(@) 9, (1—" +5 )-f+VP,(d ve '—2).FR. 


Es handelt sich noch um die Bestimmung von f und F. Die linke 
Seite der letzten Gleichung wird überhaupt nicht unendlich. E wird zwar 
für na = n' Null, aber für a=n' wird auch Z((t—t))) Null. Daher darf 
auch die rechte Seite nicht unendlich werden, und da YP(()) und YP,(() 
irrational sind, keiner von beiden Summanden der rechten Seite. f kann 


demnach nur unendlich werden für die Nullstellen von YP(()) 9, (1- e +5). 


(15.) 





Nun wird VYP((d) im Unendlichen von der Ordnung ° —- Null, da jeder 


Factor YL((t—t,)) dort von der Ordnung ı Null wird. Aber die linke Seite 
der Gleichung (15.) wird von derselben Ordnung Null, da E von der Ordnung 


I unendlich wird ($ 17) und Z((t—t‘)) von der Ordnung 2 Null. Ebenso 


wird im Unendlichen YP, (()) von derselben Ordnung Null. Daraus folgt 
aber, dass f nicht dort unendlich werden kann. Würde f an einer anderen 


Nullstelle von YP(() unendlich, so würde YP(() )-f immer noch unend- 





RS BEER FR BER RT ah 
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lich. Weiter kann f nicht an den Nullstellen von 9, ( Ir +2 ) unendlich 


werden. Denn rationale Funetionen, die nur an diesen Stellen unendlich 
werden, giebt es nicht. Daher ist f constant. Und ebenso folgt das 
gleiche für F. 

Lassen wir in der Gleichung (15.) die obere Grenze n mit der 
unteren ı zusammenfallen, so wird die linke Seite für 3= —z’' Null, da 
hierfür Z((€—t)) aber nicht E Null wird. Die rechte Seite verschwindet 
also auch. Nun sei für = 


YP(() = VP(), 
und damit 3 = —z3' wird, 
YP,() = -VP;(()), 
dann wird 


VP«@)9, (5) f-&.VP(Ö) 9, (5)-F= 0, 


wo &, den Charakter von 9, bezeichnet. Daraus finden wir das Verhältniss 
von f und F, und wenn c, einen von der oberen und unteren Grenze unab- 
hängigen Factor bezeichnet, wird 
9, Llt-t) 
c„E 
= YP(o)YP,() 9, (3 +t-!)+VP(@) VP,() 3, (> —-t+t‘). 


Damit sind auch die geraden Functionen 9,,. dargestellt, soweit sie nicht 
identisch verschwinden. Und wir können jetzt auch die geraden Functionen 
Pan der Periode 0 bestimmen. Setzen wir 


L (et) 
YP()YP, (W) m _ 
rer, 


so folgt aus dem Gleichungssystem (5.), $ 4 


(16) 1349. 92, E-0)= Rg. (t-1+5)+ Rıg.(t-t145.), 


(@a=U,...3) 


3 
9. (0) = 9. (9, 19) = &(n.|os) cu, 9, (0). 
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Es lassen sich aber die Functionen g, (1-t+3) als Functionen von £ und 
! linear,ausdrücken durch die vier Funectionen 
Y,, (0) y., (dt +8) a1.) 


Nun muss die rechte Seite z. B. der ersten der Gleichungen (16.) 
durch w,, ((—l)) theilbar sein, und zwar für beide Werthe von z, also beide 


Summanden einzeln; und da R und R, nicht dadurch theilbar sein können, 


so müssen g, (t-t+5) und g, (-t+5) es sein. Es wird demnach 
9. (t-t+5,) = ©. 9, (E-O) Wr, (U-l +8), 


' S ' ' 
9. (145) = 6,, (4-0) (W149). 
Zur Bestimmung der Constanten c, nehmen wir wieder willkürliche Ver- 


änderlichkeit der Argumente an und setzen 


st 
ge dem ey (= 1,2). 


Dann bekommen wir 


9.) = x(a, 10) 6 9, (0) = ©. Wu, (t-5) vn.(t+5) 


Es bestehen aber die FERN? ) 


& (0) 9, (3) 9,0) = 49. (1-3) va, (143), 


danach wird 
$ EN 
Co; Mi (ö ) = Co, F, (3 ) (i = 0, 049 3) 


$ 
C, I (5) 4c,, (a=V0,...,3). 


Hiernach bekommen wir, wenn C eine neue Constante ist, 
9% = C/{Ry (k-t+S)+Ry (d—-t+s)}, 
In | Pam = + ERyn (d-F+S)+R 9, (-t49)}, 
Pan, = FC {Ry,,(d-F+s)+R, y,(-t+9)}, 
Pan, = + C {Ry,, (dt +s)+R, vw. (-1+3)}. 


und 





*) Siehe z. B. Krause, Transformation der hyperellipt. Functionen, (Leipzig 1886) 
10, 2. 


um 
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8 19. 


Damit ist unsere Aufgabe erledigt. Fassen wir die Resultate noch 
einmal zusammen. 


Dabei wollen wir aber von constanten Factoren und dem trans- 
cendenten Factor E absehen. 

Die Gesamtheit der Funetionen  zerfiel in zwei Hauptgruppen, 
jenachdem die 4 Functionen ,, Pan: Panss Pnn, denselben Charakter hatten, 
oder zwei von ihnen gerade und zwei ungerade waren. Jede der beiden 
Hauptgruppen enthält gerade und ungerade Funetionen und zerfällt somit 
wieder in zwei Theile. 

I. Je 4 Funetionen ,, Par, Par; Pnn, haben denselben Charakter. 

a. Die ungeraden Functionen g. 

Wir haben aus dem Producte 


20—?2 
Ss(0) = M Lilt-1t,) 
a=] 
o—3 Factoren zu einem Produete P((l) zu vereinigen. Bezeichnen wir 
dann die Summe der in P((l)) enthaltenen Werthe 2% mit 
(i) 


j fi) 
s" rl’ —r} (=1,9, 


wo r’,r® die in $ 9 definirten Grössen sind, so haben wir zu bilden 
la. YP() YP(E) w., (d+l +3) ER 


Diesen Ausdrücken entsprechen dann vier ungerade Functionen %,,,. 
b. Die geraden Functionen 9. 
Wir haben das Produet S((f)) in zwei Faetoren P(()) und P,((Ö) von 
Je o—1 Faetoren zu zerlegen, sodass also 
Pi) P,() = S((). 
Bezeichnen wir dann wieder die Summe der in P(() enthaltenen 
Werthe 2% mit s®—r’—r? (= 1,2), so haben wir zu bilden 
Ib. YP (Od) Pe) wa. +8) + Y PO) P, ((W) wa, (—14+9)) | 
LUu—P)) 


(=11...,93). 
Diesen Ausdrücken entsprechen dann vier gerade Funetionen g,,,. 


II. Zwei der Funetionen ,, Pan Pars Par, Sind gerade, zwei ungerade. 
Da sind drei Fälle zu unterscheiden, jenachdem welche der Functionen mit p, 


— 
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gleichartig ist. Wir betrachten nur einen Fall; für die anderen Fälle gilt 
analoges. 
Wir haben eine der Perioden w,, ®,, &; herauszugreifen, etwa w, = 56. 
Dann stellen wir die vier zu dem elliptischen Körper K (p, Ypı,) gehörenden 
3-Funetionen auf 
o = %(u; 11), 9% = (u; 00), 0, = I (u; 10), 0, = 9 (u; 01) 


und bilden die Primfaetoren 


m. | 9, (a “ u.) L ((t — {,)) : 
ai“ v m (m r u) 0, (u — u) Yr, pi” PFS Yp, po) 
_ Fa L 1—1, 3 
u | 0, (u +u ,) ((d - )) \ 


“Wo, (+0, (un) Yp pP +Ypp®] 


(Ueber die Bedeutung der hier vorkommenden Grössen sehe man $ 13). 
Dann definiren wir einen geschlossenen Weg y im Körper K(p, Yp;), 

der die Punkte e, und e, einmal umschliesst, aber keine der Nullstellen :z, 

von 3 =H, und setzen für ihn eine positive Richtung fest. Wir be- 


u 
+ 2 


zeichnen dann die der beiden Funetionen m, und n,, die den Factor e 


a 


annimmt, wenn p den Weg y einmal in positivem Sinne durchläuft, mit A,, 
ri 


die andere, die dann den Factor e ° annimmt, mit k,. Die beiden Funetionen 


h,, h werden jede an einer der beiden Stellen n/,, 7, die in K (p, q, Yps) = K. 


a a 56 


der Stelle z, entsprechen, von der ersten Ordnung Null und ausserdem 


1 

noch im Unendlichen von der Ordnung rR 
Wir haben jetzt zwei Producte von je N = 20—2 Factoren zu bilden, 

indem wir immer von je zwei Grössen h‘,,h, die eine in das eine und die 


werden aber nirgends unendlich. 


andere in das andere Produet als Factor aufnehmen. Wir bezeichnen diese 
Produete mit 
o,(u+u) 0, (u—ü) F und 0, (u+%) o,(u—a) @. 
Dabei muss jedoch die Anzahl der Factoren A in jedem der Produete mit 
o—1 eongruent nach dem Modul 2 sein. Setzen wir noch 
—S Mu ‚ 44 
und ferner 


o,(u+4) 0, (W +4) +(— 1) 0,(u+A)o,(W +4) = r,(uu,k) (=-19 
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und bilden die Ausdrücke 








YFF'r (u,u,—A)+yYG@'r, (u, u',}) 
Ila Yo, (El) 
VFF' r, (u, u,— A) + YGG' r, (u, u, )), 
Von, ((—t')) 
YF@'r, (—u,u,A)+YFGr,(—u,u',— A) 
, le) L) 
Ilb. ” . | 
YFG' ni u,A) +YF'Gr (—u,u, —A4) 
1/78 7, ((t—t')) ’ 


wobei die mit Accenten versehenen Grössen sich auf die untere Grenze 
der Integrale beziehen, so entsprechen den beiden ersten dieser Ausdrücke 
ungerade, den beiden letzten gerade Funetionen g. 

Für die zu den Perioden ®, und w, gehörenden Funetionen gelten 
analoge Darstellungen. 

Zum Schlusse sei mir gestattet, Herrn Prof. Schottky auch an dieser 
Stelle für die Anregung zu dieser Arbeit und für seinen Rath bei ihr meinen 
Dank auszusprechen. 














Zur Theorie der algebraischen Functionen 
mit Bezugnahme auf die Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


A ronecker hat in der Abhandlung „Ueber die Diseriminante alge- 
braischer Funetionen einer Variabeln“ im 91. Bande dieses Journals bei 
Untersuchungen über die ganzen algebraischen Functionen gezeigt, dass zu 
jeder irreductibelen ganzen algebraischen Function auch eine irreductibele 
ebenso verzweigte ganze algebraische Function existirt, deren Disceriminante 
neben dem „wesentlichen Theiler“ als „ausserwesentlichen Theiler“ das 
(Juadrat eines Polynoms enthält, dessen Linearfactoren unter einander 
und von denen des wesentlichen Theilers verschieden sind (l. ce. S. 326). 
In der vorliegenden Abhandlung handelt es sich darum, eine solche 
Kroneckersche algebraische Funetion thatsächlich herzustellen und rational 
durch diese und die unabhängige Variable die ursprünglich vorgelegte 
algebraische Function auszudrücken. Auf diese Aufgabe stösst man 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit mehrwerthigen 
algebraischen Coeffieienten (s. die Abhandlung des Verfassers Bd. 123 dieses 
Journals 8. 75). Um auf eine einfache Weise zur Darstellung einer ge- 
nannten Kroneckerschen Function zu gelangen, kann man zum Ausgangs- 
punkte das in den Weierstrassschen Vorlesungen (s. den Bericht von Brill 
und Noether über die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funetionen 
im 3. Bande der Jahresberichte der Deutschen Mathematiker -Vereinigung 
S. 376) vorkommende Verfahren nehmen, rational aus der vorgelegten 
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algebraischen Function und der unabhängigen Variablen Ausdrücke zu 
bilden, die in den Entwicklungen bei einem Punkte eine Anzahl beliebig 
gewählter Anfangsglieder haben. Zu solchen in geeigneter Weise bestimmten 
Ausdrücken wird ein anderer ganzer rationaler Ausdruck der ursprünglichen 
algebraischen Funetion und der unabhängigen Variablen addirt, über dessen 
Constanten zu dem vorliegenden Zwecke zu verfügen ist. 


Vorausgesetzt werden die Reihenentwicklungen der gegebenen 
algebraischen Function an den Stellen, an denen die Diseriminante ver- 
schwindet. Die Theorie der linearen Differentialgleichungen giebt hierfür ein 
directes Verfahren; s. die Abhandlungen des Verfassers in diesem Journal 
Bd. 104, No. 7; Bd. 108, 112, und den Rückblick auf den Inhalt dieser 
Abhandlungen Bd. 122, S. 21, 22. 


1. 


Die irreductibele ganze algebraische Function sei z, die unabhängige 
Variable x, die Gleichung in Bezug auf 3 »-ten Grades. 

Bei dem Punkte z=a sei ein v,-blättriger, ein v,-blättriger ete. 
Windungspunkt vorhanden, v,,v,...>1. Die Entwicklung von z bei einem 
v-blättrigen Windungspunkte hat die Form 


1 


(1.) = Se, (@-a))- 


Es werde 


(2.) er uw 


gesetzt. Die v in dem »-blättrigen Windungspunkte zusammenhängenden 
Zweige haben die Entwicklungen 


Iya 
(3.) 2) u ss c, (wie (x e a)” A=1,...,r). 
0 


Nach dem in den Vorlesungen von Weierstrass vorkommenden Ver- 
fahren wird nun folgender Ausdruck gebildet. 


Die » Zweige der Function z seien z, bis z,.. Das Gleichungs- 
polynom von z mit ganzen rationalen Functionen von x als Üoeffieienten 
und dem Coeffieienten der höchsten Potenz gleich 1 sei p (z,x) oder (2), 
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also, wenn diese Coeffieienten durch A bezeichnet werden, 


(4.) "+A,2"" + +A,= pa). 


Es werde 
u dy ! 
(9.) dz = op (2) 


sesetzt. Dann wird der Ausdruck aufgestellt 


; u u, U, | 
(6.) p(%) It Mr Mae en. En 
(@—3,)P' (3) (—2,) y'(%,) (35) Yan)" 
worin die Grössen u in folgender Weise angesetzt werden. Beix = a und 
einem »-blättrigen Windungspunkte (v1) werden » Summanden aus (6.) 
herausgenommen, z. B. 
& u u, u, | 
1.) ( 2 | l + — . —— +++ 
ee rear r/C9), 
wo 2, & bis z, diev in diesem Punkte zusammenhängenden Zweige sind, 
deren Entwicklungen die Form (3.) haben. 
Q 2ni 
(8.) a el... v), w=e’ 
sei bezüglich durch 


(9.) Wr W 


1} : v 


bezeichnet. Dann erhält u (A =1,...,r) in (7.) folgenden Ausdruck 


(10) „= k, ER RE. ii + E(o, EN W +++ K, (0, @-a)) ) 


wo die % Uonstanten, k, von Null verschieden. In dem Ausdruck (6.) 
werden bei x = a und jedem »-blättrigen Windungspunkte («—1) in (10.) 
die Zahl «@ und die Constanten k für sich gewählt. Nun ist der durch Ein- 
setzen von a, (10.) hergestellte Ausdruck (7.) weiter zu behandeln. Dieser 
ist symmetrisch in Bezug auf ®,@,,...,®,. lJbenso ist in dem Polynom 
von 3 (7.) vom Grade »—1 der Coeffieient jeder Potenz von z3 symmetrisch 
in Bezug auf w, bis w,. In einem solchen Üoeffieienten ist der Nenner 


(11.) p (8) P (82). 9 (&,) 


symmetrisch in Bezug auf w, bis w, und wird durch Ausmultiplieiren der 
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1 
Potenzreihen eine Potenzreihe in Bezug auf (e—-a)’” mit positiven ganz- 


zahligen Exponenten, bei welcher der Coeffieient g, von (e—a)’” eine homo- 
gene lineare Verbindung mit constanten Coeffieienten von ganzen rationalen 
symmetrischen Ausdrücken der ®, (A = 1,...,v) ist, und in jedem dieser Aus- 
drücke alle Glieder von der m-ten Dimension und dem Üoeffieienten 1 sind. 


Der Zähler in dem Coefficienten von 3“ (u = n-—1,...,0) in (7.) ist 
daher ebenfalls symmetrisch in Bezug auf die w, (A = 1,...,v) und wird dureh 


Ausmultiplieiren und Zusammenfassen der Potenzreihen eine Potenzreihe in 
1 


Bezug auf (e—-a)” mit ganzzahligen Exponenten, darunter negativen —— u. 


In dieser Potenzreihe ist der Coefficient A, von (2—-a)’ eine homogene 
lineare Verbindung mit constanten Coeffiecienten von ganzen rationalen Aus- 
drücken der ®&,o7'(A=1,...,v), und in diesen Ausdrücken ist in jedem 
Gliede die Summe der positiven und negativen Exponenten gleich m und 
der Coeffieient 1. Ein solcher Ausdruck wird mit 
(12.) (0 0,..0)"=1 

multiplieirt und wird nun gleich einem ganzen rationalen symmetrischen 
Ausdruck der ©, (A = 1,...,r), in welchem alle Glieder den Coeffieienten 1 
und die Dimension m-+ vu haben. Die Gleichung v-ten Grades mit beliebig 
gelassenen Wurzeln w, bis w, sei 


(13.) 2’ +mp2"++p,=0. 

Eine ganze rationale symmetrische Funetion dieser w, bis w,, in 
welcher jedes Glied den Coefficienten 1 und die Dimension N hat, giebt 
als ganze rationale Function der Grössen p, bis p, dargestellt, einen Aus- 
druck, in welchem in jedem Gliede die Summe der Zeiger der p gleich N 
ist (Gewicht der symmetrischen Function). Ist nun N nicht ein ganzzahliges 
Vielfaches von v, so muss in jedem Gliede eine der Grössen p, bis p,_, vor- 
kommen. Hier ist die Gleichung (13.) 

(14.) »’—-1=0. 

Es verschwinden die Coefficienten p, bis p,_. Daher verschwinden 

in der Entwicklung von (11.) und in der Entwicklung des Zählers von (7.) 


27 


die Coeffieienten derjenigen Potenzen (e—a)’, in denen m nicht ein ganz- 
zahliges Vielfaches von » ist. 
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Also ergiebt sich für das Polynom (7.) (a—1)-ten Grades in z, dass 
der Üoeffieient jeder Potenz von z unter der Form eines Bruches erscheint, 
dessen Nenner (11.) eine nicht verschwindende Potenzreihe in Bezug auf 
x2—a mit positiven ganzzahligen Exponenten ist, und dessen Zähler eine 
Potenzreihe in Bezug auf z—a mit ganzzahligen Exponenten ist, worunter 
negative in endlicher Anzahl sich befinden. Durch Summation erfolgt das- 
selbe für den Coeffieienten jeder Potenz von z in dem Polynom (6.) (a—1)-ten 
(rrades in 2. 

Dieses Ergebniss, dessen algebraische Begründung im Vorhergehenden 
angegeben ist, erhält man unmittelbar durch functionentheoretische Be- 
trachtung vermittelst des Umganges von z um den Punkt a in den Aus- 
drücken (7.) und (11.). 

Der Ausdruck (6.) nimmt demnach die Form an 
F (x, 2) 
(2—a)? 
wo die ganze Zahl g=1 ist, F(x, 2) eine ganze rationale Function von 3 
höchstens (a—1)-ten Grades, deren Coeffieienten ganze rationale Funetionen 
von x sind, die nicht alle den Thheiler 2—a enthalten und von niedrigerem 
Grade als dem g-ten sind, die ® Potenzreihen in Bezug auf c—a mit posi- 
tiven ganzzahligen Exponenten. 


(15.) +P, (a -a)+3 B(z-a)+. 4 2" B,_, (2 -a), 


Der Summand 
F(z, 2) 


(2 — a)? 


(16.) 


aus (15.) liefert dann, wenn in dem Ausdrucke (6.) für 3 die Entwicklung 


eines der Zweige z, bis z, von der Form (3.) gesetzt wird, die Potenzen 
] 
von (2—a)’ mit negativen Exponenten. Diese Entwicklung von (16.) be- 


ginnt demnach mit dem bezüglichen Ausdrucke « (10.), hierauf folgen 
1 


Potenzen von (2—a)’ mit positiven Exponenten. 
Die Stellen, an denen die Discriminante von z verschwindet, seien 


(17.) a, (e=1,..,%). 
Bei dem Punkte a, sei der Theil (16.) aus dem bezüglichen Ausdruck 
(15.) dureh 

(18.) f,(®, 2) 
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bezeichnet. Nun wird der Ausdruck 


(19.) I (+ (2,2) + +f.(z, 3)} (2-0,)" (e—a,)"...(2—a,)” 


angesetzt, wo die s, bis s, ganze Zahlen grösser als Null sind. Die Ent- 
wieklung von (19.) bei dem Punkte a, = a und dem »-blättrigen Windungs- 
punkte, auf den sich die Ausdrücke (7.) und (10.) beziehen, hat für s = z, 
die Anfangsglieder mit den Potenzen 


UtVS, 


urııvs, / 1 I+rvs 


(20.) Es (X -- ar) i Es (2 — a)') RT. - (2 - -a)” ) 


und diese gehen aus dem Ausdrucke 
(21.) u, (2 —4,)" ...(2—a,)r ... (2 a,)' 


hervor. Damit in (20.) nur positive Exponenten vorkommen, muss, da die 
Constante 4, in (10.) von Null verschieden ist, —u+rvs, —0 sein. 
Es wird nun hier u=v und ss =, = :-s,=1 gesetzt. 


Dann beginnt die Entwicklung von (19.) bei dem Punkte «a, = «a 
und dem »-blättrigen Windungspunkte, auf den sich die Ausdrücke (7.) 
und (10.) beziehen, für 3 = z, mit 


v—1 


(22.) c Ih, + ku-ı (2a) + +K, FR (2 — a)’ ) N‘ (u=r), 


| ce = (a,—4,)...(a,—4,_,) (a,—4,,1):-:(4,— 4,). 


Bei dem Punkte a, sei ein »,-blättriger, ein »,-blättriger ete. Windungs- 
punkt, wo v,,9,...—1 ist. 

In dem Ausdrucke (10.) bei a, = a wird die Constante k, von einem 
Windungspunkte zum anderen verschieden und bei einem mehrblättrigen Windungs- 
punkte die Constante k,_, von Null verschieden angesetzt. 


Die » Zweige der rational aus 3 und x zusammengesetzten Function (19. ) 
sind nun unter einander verschieden. Diese Function ist jetzt eine irreduetibele 
wie 3 verzweigte ganze algebraische Function. Dieselbe sei durch y be- 
zeichnet, ihre » Zweige durch y, bis y,. Die Diseriminante von y ist 
abgesehen vom Vorzeichen, das Quadrat des Productes aller Differenzen y,—Y;. 
Aus (19.) geht bei den gemachten Bestimmungen hervor, dass die Dis- 
eriminante von y bei dem Punkte a, = a (17.), wo e ein- oder mehrblättrige 
Windungspunkte von 3 vorhanden sein sollen, — ein »,-, ein »,-, bis 
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v,-blättriger Windungspunkt als Theiler, der die Potenz von 2—a mit 
dem höchsten Exponenten ist, den Theiler 


[ (a), 


23. 
(BR lo=n-14n-14-4n-1, 


enthält; die Summanden »,—1,»;—1 ete. in (23.) sind also nur bei einem 
mehrblättrigen Windungspunkt von Null verschieden. Bei dem Punkte a, 
sei o= 0,. Die Diseriminante von y zerfällt also in das Produet zweier 
Factoren, von denen der eine Factor 

(24.) (2—- a)" (2 —9)”...(2-a,) = 4 
ist, der andere Faetor nicht für x = a,,a, bis a, verschwindet. 

Bei jeder anderen irreduetibelen wie 3 verzweigten ganzen alge- 
braischen Funetion muss, wie sich auf dieselbe Weise ergiebt, die Dis- 
eriminante bei dem Punkte a, = a wenigstens den Theiler (23.) enthalten, 
daher auch jedenfalls den T'heiler (24.) /. Also ist die Function (24.) 4 
eemeinschaftlicher Theiler der Diseriminanten aller dieser algebraischen 
Funetionen. Dieselbe ist zugleich der grösste gemeinschaftliche Theiler, 
da die Diseriminante von 3 nur an den Stellen a, bis a, verschwindet und 
die Diseriminante von y das Product von 4 und einem zweiten Factor ist, 
der für a, bis a, nieht verschwindet. 

Dieser grösste gemeinschaftliche Theiler / (24.) ist der „wesentliche 
T'heiler“ der Diseriminanten der irreductibelen wie 3 verzweigten ganzen 
algebraischen Functionen. Der andere Theiler einer solchen Diseriminante 
heisst „der ausserwesentliche Theiler“* derselben nach der Terminologie 
von Kronecker, Bd. 91 dieses Journals. Die vorstehende Herleitung ist 
nach Weierstrass gegeben (s. Brill und Noether Bericht über die Entwicklung 
der T'heorie der algebraischen Functionen im 3. Bande der Jahresberichte 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung S. 376). 

Für die Herstellung des Ausdruckes (16.) ist Folgendes zu bemerken. 
In dem Ausdruck (6.) ist der gemeinsame Nenner die Diseriminante von z; 
in dieser möge der Factor e—a mit dem Exponenten k vorkommen. Dann 
folgt aus dem Vorhergehenden ((10.); « = v), dass der Exponent q in (15.) 
höchstens +1 ist. Daher sind zur Herstellung von (16.) in den Reihen- 
entwieklungen der Zweige z bei a (3.) die Glieder bis zur Potenz (z—a)' 
erforderlich. 





N 
K 
& 

i 
Br; 

B | 
EN 
i 
37 
& 
x 
s 


u... 


TE 


en a > c BT LOEE RN: ß k Sa ine 
ER EEEEIRISDREER 


R) 





Thome, zur Theorie der algebraischen Functionen. 59 


Für die Constanten k, bis %, in (10.) werden rationale Zahlen ge- 
nommen, dann wird der Ausdruck (19.) den obigen Bestimmungen gemäss 
fixirt. Derselbe wird jetzt durch 


(25.) H (x, z) 

bezeichnet. 
2. 
Zu dem in N1 (25.) bestimmten Ausdrucke H(z, 2) wird addirt der 

Ausdruck 

(1.) eg, z2"'110, a ..t C,) (—4,) (2-4). (2—a,), 
wo die © willkürliche Constanten sind, a, (o = 1,...,z) die Punkte N1 (17.), 
in denen die Diseriminante von 3 verschwindet. Der Ausdruck (1.) sei durch 


(2.) K (2,3, 0,...,C,) 
bezeichnet, und die Summe 
(3). H(z,3)+K(z,2,0,..,C,)=L(z,2, 0, ..., C,) 
gesetzt. 
Bei dem Punkte a, N1 (17.) seien in z ein v,-blättriger, ein »,-blättriger 
ete. Windungspunkt vorhanden, wo v,,r,...—1 ist. Die Function L (3.) 


hat bei a, = a und einem »-blättrigen Windungspunkte die Entwicklung 


(4) + &7.l@-a))- 


bei a, = a ist in dieser Entwicklung das constante Glied y, von einem 
Windungspunkte zum anderen ein anderes, bei jedem mehrblättrigen Windungs- 
punkte ist y, von Null verschieden; die genannten Constanten y, und y, sind 
unabhängig von den willkürlichen Coefficienten C, bis (,. 

Die » Zweige von L sind unter einander verschieden, also ist Z eine 
irreductibele wie z verzweigte ganze algebraische Funetion von x. Diese 
/weige seien durch Z, bis Z, bezeichnet, wo 


(9.) L, = L(z, 2,, O1, ..., C,) (e=1,...,n) 
ist, z, bis z, die n Zweige von z. Das Gleichungspolynom 
(6.) (L-L,) (L-L,) ...(L-L,) = F(L, x) 


wird vermittelst der symmetrischen Funetionen von z, bis z, unter Hinzu- 

ziehung der Gleichung p(z, 2) = 0 (N1(4.)) als ganze rationale Function 

von L n-ten Grades hergestellt mit dem Üoeffieienten von Z* gleich 1 und 
5 * 
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den übrigen Coeffieienten als ganzen rationalen Ausdrücken der ©, bis C, 
und rationalen Funetionen von x. Ein solcher Coefficient muss, da die 
Funetion Z für beliebige Werthe der C eine ganze algebraische Function 
ist, für jedes System von Werthen C eine ganze rationale Function von & 
sein. In diesen Coefficienten lassen sich daher die von x abhängenden 
Nenner wegheben, weil man sonst über die C so verfügen könnte, dass für 
endliche Werthe von x der Coeffieient unendlich würde. Also sind in dem 
Gleiehungspolynome F(L,x) (6.) die Coefficienten der Potenzen von ZL ganze 
rationale Funetionen der ©, bis ©, und von «. 


. . . . . OF 4 . 
Die Diseriminante D von F(L, x) = 0 ist, wenn 3,” F gesetzt wird, 


(7.) D=F'(L,x)F'(L,x)..F'(L, x). 
Wird dieselbe vermittelst der symmetrischen Funetionen von Z, bis Z, unter 
Hinzuziehung der Gleichung F(L, x) = 0 gebildet, so ergiebt sich D als 
ganze rationale Function von x und den C, bis C,. 

Aus den bei (4.) angegebenen Eigenschaften von Z folgt für die 
Diseriminante D, da dieselbe abgesehen vom Vorzeichen das Quadrat aller 
Differenzen L,—L, ist, dass D bei dem Punkte a, = a genau den Theiler 
N1 (23.) 

(8.) (2—- a)" 'tr2=! b +++ 4 L Susd, 


enthält bei beliebigen Werthen der C, bis ©, In D sei der Gesammt- 
coefficient eines Gliedes CT 02... C; durch p,;.., bezeichnet. p,;.., ver- 
schwindet für x = a; wird der Linearfaetor z—a aus p,;.., abgesondert, 
so verschwindet der übrige Factor wieder für ©—a ete. p,;.., enthält den 
T'heiler (8.). Also enthält p,;.., den 'Theiler Ni (24) 4. D stellt sich 
unter der Form dar 
(9.) D=A4P, 

wo P ein ganzer rationaler Ausdruck von x und den ©, bis C, ist, welcher 
bei beliebigen Werthen €, bis ©, für einen der Punkte a, (0 = 1,...,x) nicht 
verschwindet. Nach Ni ist / der wesentliche, P der ausserwesentliche 
T'heiler der Disceriminante D. 

P enthält x, aber keinen von den C unabhängigen Linearfaetor. Denn 
sonst müsste an einer Stelle x = b, welche von a, bis a, verschieden ist, 
die Gleichung F(L, x) = 0 (6.) eine mehrfache Wurzel besitzen bei beliebigen 
Werthen der C, bis ©. Nun kann man aber in (3.) die »n Werthe von Z 
bei z=b und den dort vorkommenden Werthen von 3, bis z, beliebig 
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wählen, dann sind die Constanten ©, bis C, aus dem linearen System be- 
stimmt, da die Determinante desselben nicht verschwindet, weil die Werthe 
von 3, bis z, in x = b unter einander verschieden sind. 


Die » Zweige der irreduetibelen wie z verzweigten ganzen algebraischen 
Function L (z, 3, C,, ...,C,) N2 (35.) sind die Ausdrücke ZL, bis Z, N2 (5.). Das 
Product aller Differenzen Z,—-L;, «>, sei durch 


(1.) 0 (L,1n...,2,) 
bezeichnet. Die Diseriminante von Z N2(7.) erhält die Darstellung 
n(n—1) 
(2.) D=(-1), ’ Klin... 


Der Ausdruck d (L,L,,..., L,) ist eine ganze rationale Funetion der ©, bis ©, 
und der Zweige von z, bis z, mit rationalen Funetionen von x als Üoeffi- 
cienten, derselbe ist alternirend in Bezug auf z, bis z,. Der Gesammt- 
eoeffieient von CT C3... CH ind sei durch g,;.., bezeichnet. Dann ist auch 
Ga5..., ein alternirender ganzer rationaler Ausdruck von z, bis z, mit 
rationalen Funetionen von x als Üoefficienten. g,;.., ist also symmetrisch 
in Bezug auf z, bis z, und wird demnach eine rationale Funetion von x. 

GQa5..., Wird in folgender Weise durch Grössen Ö für bestimmte Werthe- 
systeme der C, bis €, als lineare und homogene Verbindung der d mit con- 
stanten Üoeffiecienten dargestellt. Der Ausdruck d(Z, L.....,Z,) sei nach 
Potenzen von C, angeordnet unter der Form 


(3.) 8 = (7 A+ltH A +. + Ort Am. 


Dann werden o von einander und von Null verschiedene Werthe C, ange- 
nommen, in (3.) eingesetzt und es wird das Gleichungssystem nach A, bis 
A,_ı aufgelöst. Nun wird jede Grösse A, bis A,_, in derselben Weise in 
Bezug auf ©, behandelt u. s. w., bis q,;.., ausgedrückt ist. 

Die Zweige L, bis Z, bleiben für endliche Werthe & endlich, ebenso 
also d. Daher bleibt auch g,;..., endlich und g,;.., ist demnach eine ganze 
rationale Function von x. 

Aus dem Ausdrucke der Diseriminante D, N2 (9.), D= 4P ergiebt sich 
weiter Folgendes. 

Geht x in einen Werth a über, für den / verschwindet, so ver- 
schwindet D und daher d (2.), demnach auch g,;..,; die ganze rationale 
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Funetion g,;.., enthält den Linearfaetor e—a. Tritt in dem Ausdrucke von 


Ga3..., Als einer linearen und homogenen Verbindung von Grössen d mit 


- u Öö . af v 
eonstanten Üoeffieienten —— an Stelle von d, so wird Sep... darge- 
Vr— a Vr—a 


stellt. #=(z-a) JS; D=(z-a)D'. Geht x wieder in einen Werth a 
über, für den 7’ verschwindet, so verschwindet D’ und daher di und 


ve -,; die ganze rationale Function e „ enthält den Linearfactor z—«a 
T—d PR 

u.8.w. Hieraus ergiebt sich also, dass g,;.., den Theiler 7 hat. 

Es wird 
/ 
(4.) Qaß..rv . YAr,s.., 

gesetzt, Wo r,;.., eine ganze rationale Function von x ist. Tritt in dem 
Ausdrucke von g4.;.., als einer linearen und homogenen Verbindung 


.. . . Öö [ 
von Grössen d mit eonstanten Coeffieienten Vz an Stelle von d, so wird 


r.a.., (dargestellt. Aus dieser Darstellung geht hervor, dass eine Ver- 
zweigungsstelle von r,;.., nur an einer Stelle auftreten könnte, wo die 
Diseriminante von z verschwindet. Es ist aber 

ü n (n—1) g2 

(8.) FR. Zu 
wo P aus N2 (9.) hervorgeht. Die ganze rationale Function ? verschwindet 
nicht an den Stellen, wo die Diseriminante von z verschwindet. Demnach 


muss —— um einen solchen Punkt herum einwerthig bleiben. Somit besteht 


für r„;.., nirgends eine Verzweigungstelle, und r, ;.., ist eine ganze rationale 
Funetion von «. 

Es hat sich also nunmehr für die Diseriminante D der Ausdruck 
ergeben 

n (n—1) 
(6.) D=(-l) " 40, 

wo Q eine ganze rationale Function der C, bis C, und von x ist, welche 
bei einem beliebigen Werthesystem der C, bis C, für keinen der Punkte 
verschwindet, für den die Diseriminante von z verschwindet, und welche 
keinen von den C, bis C, unabhängigen Linearfactor von x enthält. 

Um 0 herzustellen, wird in folgender Weise verfahren. Nachdem 
D aus N2 (7.) hergestellt ist, wird der höchste dort vorkommende Grad 
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von x bekannt. Derselbe sei N, der Grad von #/ sein, dann ist der höchste 


re 
> 


En 


Par vorkommen kann. Es ist 
5 
(7.) Falır Ki VA 5 


Qa5..., war in dem Ausdruck von d der Gesammtcoefficient von 07 0%... 0%. 
Nun werden bei einem Punkte b, der nicht zu denen gehört, in welchen 
die Diseriminante von z verschwindet, die Entwicklungen nach Potenzen von 


. . N ° ” .. \ ® 
Grad von x in Q gleich Dieses ist also der höchste Grad, der in 


z—b mit positiven ganzzahligen Exponenten in diesem Ausdrucke für q,;.., 
i 1 u; ki u 
und in v2 vorgenommen, wobei y in allen Coefficienten r,;_ , überein- 
V. 
stimmend ist. r,;.., ist ein Polynom in Bezug auf 2—b höchstens vom 


) 


N— . . . . 4 .. . -_ 
Grade — ,- Bis zu diesem Grade ist die Grösse rechts in (7.) zu ent- 
wickeln. 

Wenn auf diese Weise Q hergestellt ist, so muss die Gleichung (6.) 


bestehen, womit eine Probe auf die Richtigkeit der Rechnung gegeben ist. 


4. 
Die in dem Ausdrucke der Diseriminante D N5 (6.) auftretende 
Function Q, eine ganze rationale Function von x und den ©, bis C,, hat 


do 
dx 


lange die C, bis C, unbestimmt bleiben. Der Beweis erfolgt nach dem 
Verfahren von Äronecker in der Abhandlung Bd. 91 dieses Journals $ 6. 
Hierbei kommt der durch den Schluss von »a—1 auf n zu erweisende Hülfs- 


mit —, welches durch Q’ bezeichnet werde, keinen Theiler gemeinsam, so- 


satz zur Anwendung, dass eine ganze rationale Funetion mehrerer Variablen 
nur auf eine Weise in das Produet unzerlegbarer Factoren dieser Art 
zerlegbar ist (abgesehen von constanten Factoren). 

Auf QO und Q’ als Funetionen von x betrachtet sei das Verfahren 
zur Aufsuchung des grössten gemeinsamen Theilers angewandt bis zu dem 
Reste Null. Dann ist zu zeigen, dass der vorletzte Rest das x nicht ent- 
hält. Die C können hierauf so gewählt werden, dass weder einer der ein- 
gehenden Nenner noch der vorletzte Rest verschwindet. Q und Q' haben 
dann keinen gemeinsamen Theiler und Q ist ein Produet von unter einander 
verschiedenen Linearfactoren. 
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Wenn bei dem Verfahren zur Aufsuchung des grössten gemeinsamen 
T'heilers von Q und O0’ der vorletzte Rest das x enthielte (oder der erste 
test verschwände), so würden Q und 0’ einen gemeinsamen Theiler in x 
haben, der sich als ganze rationale Function von z mit rationalen Aus- 
drücken der C als Coeffieienten darstell. Dann würden unter Anwendung 
des vorhin genannten Hülfssatzes Q und Q’ als Producte von je zwei Factoren 
hervorgehen, die ganze rationale Functionen von x und den ©, bis C, sind, 
von denen ein Faetor Q und Q’' gemeinsam ist und x thatsächlich enthält. 
Nun müsste auch eine derartige Darstellung bestehen, worin ein gemeinsamer 
“actor, der x enthält, unzerlegbar wäre, derselbe sei durch U bezeichnet 
und in dieser Darstellung QO = UV. U enthält neben x Grössen € thatsächlich, 
da ein von den € freier Linearfactor von Q nicht besteht (N2). 


Ks ergiebt sich 


(1.) 0 = UV, 0 = UV+UV,, 
wo U = e” Yo ‘ 2 und hieraus würde folgen, dass U’V den Theiler U 
dx’ dx hä I 
demnach auch YV denselben Theiler enthielte. Also wird 
(2.) 0=U’W, 


wo U und W ganze rationale Funetionen von x und den C, bis C,. 
(Gemäss N3 ist 


7: A Are 
ya 


(3.) 0 = 


In einem Punkte x = b, in dem die Diseriminante von z nicht verschwindet, 
seien die na von einander verschiedenen Werthe 3 Z, bis&,. Es wird, wenn 
o(2) = (3-5) (s—5,)...(3—£,) ist, der Ausdruck aufgestellt 


/ ) G, . G, u... Gn L, 
4 EEE ET Fed 


Alsdann seien die Grössen C, bis C, aus dem Ausdrucke in N2 (1.) 
(D.) C23""+0,3" "+ +0, 


dureh die Coeffieienten der entsprechenden Potenzen von z in dem Aus- 
drucke (4.) ersetzt. Die » Zweige der Funetion Z («, z, C,,...,C,) N2 (3.) 
sind die Grössen L (z, 2, 0,..,0,)=1L,(e=1,...,n) N2(5.). Bei dem 
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Punkte z2=b ist die Differenz 1,—L; gleich (b-a,) (b—-a,)... (b—a,) 
multiplieirt mit der Entwicklung 


ER ( H(b,6.)—H (b,6)+0,— 6; 
tn +(2- b) [SQ +G, SQ +-..+0,8eN, 


wo SC} (r = 0,...,n) eine Potenzreihe nach Potenzen von z—b mit positiven 
ganzzahligen Exponenten, welche die @ nicht enthält. Die Grössen @ seien 
so gewählt, dass die Ausdrücke 


(7.) H(b,6,)— H(b,6,)+G,- 6, EN 


unter einander verschieden sind. Dann werden @, bis @, in der Nähe dieser 
Werthe variabel genommen. x wird in der Nähe von 5 fixirt, so dass der 


\ 
\ 
I 


Werth von (6.) in der Nähe von (7.) liegt. Jetzt ist gemäss (3.) Q abge- 


n(n—]1) 
9 


sehen von einem constanten Factor gleich dem Produet der Aus- 


drücke (6.) für @«,$ =1,...,n, (@« >), welche von den Variablen @ als lineare 
Funetionen derselben abhängen, und welche unter einander verschieden sind. 

In dem Ausdrucke (2.) für 0 = U’W werden die € durch die be- 
züglichen Ausdrücke aus (4.) ersetzt. Dann muss U neben z Grössen @ 
thatsächlich enthalten, weil man durch 


(8.) G.= CE" +OE" + +0, 


r 


aus (4.) wieder auf (5.) zurückgeht und U Grössen C enthält. Wird nun U 
nach Potenzen von e—b entwickelt, so ergiebt sich aus U, dadurch dass x 
in der Nähe von 5 fixirt wird, eine ganze rationale Funetion von Variablen @. 
Da aber Q abgesehen von einem constanten Factor bereits durch das Pro- 


(n—1) F 


n i i az 
duet der —, actoren (6.), welche die @ linear enthalten und unter 


einander verschieden sind, dargestellt ist, so kann U quadratisch in Q nicht 
vorkommen. 
Es hat sich also ergeben, dass man über die € so verfügen kann, 


d ' ) 
dass Q und = keinen Theiler gemeinsam haben, dass demnach die Dis- 


eriminante von Q nicht verschwindet. Die Gleichung Q = 0 hat dann ein- 
fache Wurzeln. C, kann hierbei von Null verschieden angesetzt werden, 
was wegen des Folgenden bestimmt wird; für die C werden rationale Zahlen 
genommen, 
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D. 

Nachdem in der algebraischen Function L (x, z, C,,...,C,) N2 (3.) 
die C gemäss den Angaben von N4 gewählt sind, so dass C, von Null 
verschieden ist und die ganze rationale Function Q von z N3 (6.) unter 
einander verschiedene Linearfactoren enthält, wird jetzt das Verhalten der 
Funetion Z bei x = ©o behandelt. 

In der Gleichung für 3 (2,2) = 0 N1(4.) mit ganzen rationalen 
Funetionen von x als Üoeffieienten und dem Coeffiecienten der höchsten 


. . 1 ” ® » Eu . ® 
Potenz gleich 1 wird = = 7 gesetzt. Nun sei I die niedrigste positive ganze 


Zahl, so dass, wenn die Gleichung mit £* multiplieirt und # z = u gesetzt wird, 
die Öoefficienten ganze rationale Funetionen von £ werden. Diese Gleichung 
in # möge für £= 0 Wurzeln haben, die unter einander und von Null ver- 
schieden sind, U, bis U,. Dann haben die » Zweige von z bei c = oo Ent- 
wicklungen nach absteigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Exponenten, 
welche bezüglich mit U,x', U,x' bis U,x’ beginnen. 

In diesem Falle haben die » Zweige von L bei = ©o Entwick- 
lungen nach absteigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Exponenten, 
welche bezüglich mit 


(1.) (Ua, Cl," er, ..., (U, 
beginnen. Die Anfangscoeffieienten C, UT" bis C, U7”' sind unter einander 
und von Null verschieden, wenn dieses mit U?" bis Ui" der Fall ist. 
Hat die Function z beiz = x nicht diese Eigenschaft, so kann man 


dureh eine lineare Substitution für & 


£ 
5) Ar ag--ß 
2) TyE+s 


auf den vorigen Fall zurückkommen. Dem Punkte &= x soll ein soleher 
Punkt x entsprechen, so dass, wenn z dort die Werthe Z, bis Z, hat, die 
Grössen 77,52 bis 557" unter einander und von Null verschieden sind. 
Die von £ abhängende Function z3 wird in dem Punkte, der = x ent- 


Ö h m 
spricht, $ = Tß unendlich. Die Function 


(3.) s(5+5) => 
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bleibt für endliche 5 endlich und die Entwicklungen der Zweige von o bei 
&= oo nach absteigenden Potenzen von & beginnen bezüglich mit 


L, y 2 F bis 4 » 


Man kann daher $ statt x einführen und statt 3 die irreduetibele ganze alge- 
braische Funetion o verwenden und mit dieser den Z bei z entsprechenden 
Ausdruck bilden, und kommt damit auf das Vorige zurück. 


Um einen Punkt x von der angegebenen Eigenschaft zu erhalten, 
wird die Gleichung 


(4.) (s-23)(s- 3"). (s-20) = 0 
unter Hinzuziehung der Gleichung von z gebildet. Die Diseriminante der- 
selben ist nieht identisch gleich Null. Es wird ein Punkt x genommen, in 
dem diese Diseriminante und das absolute Glied in (4.) nicht verschwindet. 
Für ein beliebiges x kann nicht 37" = 27” sein. Bei » = 2 erhellt dieses 
unmittelbar. Bei n>2 würde hieraus 


270 
(5.) 2, = e""'z, 
2nio 
folgen, wo o eine der Zahlen 1,2 bis» —2. e"””' sei durch z bezeichnet. 
Aus (5.) ergiebt sich weiter 2, = 2, = r’z, etc. bis z, = r’z,T’ =], wos 


0 
n—] 


drückt, also &>1 und Theiler von a—1 ist. Die Zweige z,, 72,,7'z, bis 7°" z, 
sind unter einander verschieden. Nun wird z, in einen von den vorigen 


der Nenner in dem Bruche ist, der in der kleinsten Benennung aus- 


e Zweigen verschiedenen Zweig z, übergeführt. Dann sind auch die Zweige 
2,72, bis 7°'z, vorhanden, die unter einander und von den vorigen ver- 
schieden sind. Ist 22<{n, so wird z, in einen von den vorigen 2: Zweigen 
verschiedenen Zweig 2; übergeführt u.s. w. Es müssten sich also schliesslich 
n = 0€ Zweige ergeben, wo e>1 und Theiler von »—1 ist; es können 
aber nicht » und a—1 einen Theiler —>1 haben. 


6. 


Es soll nun die algebraische Function s aus N1 rational durch & 
und die gleichverzweigte algebraische Function Z,(z, z, C,,...,C,) N2 (3.), 


n 


worin die ©, wie im Anfang von N5 angegeben ist, bestimmt sind, aus- 
gedrückt werden. 


9% 
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Nach N2 (6.) ist das Gleichungspolynom 
(LU) (L-L)... (L-1,) = FL, 2) 


(1.) 


r 2 08 ’ 2. si 
hergestellt. Es wird ir File) gesetzt. Für 3 erhält man den Ausdruck 


f 


) 


7 





Ri)! - 
z—F (L, x) (L-—-L) F' (L, x) + (L—L,) 


‚v 


- 


.—— 


RE, = ge 5 An 
Fiat tacrüss! 
_ A\L+hlör+e th 


D 


wo D die Diseriminante N2 (7.) ist, die Grössen k symmetrische ganze 
rationale Funetionen der » Zweige von 2,3, bis z, mit rationalen Funetionen 
von x als Coefficienten sind, daher rationale Functionen von z. Diese 
Grössen A haben zugleich die Ausdrücke von ganzen rationalen Functionen 


der 3, bis z,, der ZL, bis Z, und von «. 


Dieselben bleiben also für endliche 


Werthe von z endlich und sind demnach ganze rationale Funetionen von x. 


Um eine solche Grösse A zu bestimmen, werden in den Ausdruck derselben 


als einer ganzen rationalen Funetion von 3, bis z 
Entwicklungen der z, bis z 


„Ja bis L, und x die 


„L bis Z, beix = x nach absteigenden Potenzen 


von x eingesetzt und aus dieser Entwicklung die Potenzen von x mit ganz- 
zahligen Exponenten gleich oder grösser als Null entnommen. 


Falls die algebraische Funetion z bei = = 


oo die in der vorigen 
Nummer angegebene Beschaffenheit hat, so erhält man nach den dortigen 


Angaben die Entwicklungen der Zweige von z und derjenigen von L N2 (3.) 


bei z2= w nach absteigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Exponenten. 
Das Entsprechende findet statt, wenn die in N5 (3.) genannte Function ® 
statt 3 verwandt wird. 


7. 


Anwendung des Vorhergehenden in der Theorie der linearen Differential- 


gleichungen mit mehrwerthigen algebraischen Üoefficienten. 


Vermittelst der vorgelegten irreductibelen 


ganzen 


algebraischen 


Funetion 3 war die irreductibele ebenso verzweigte ganze algebraische 


Function L(z, 2, C,,..., 


C,) N2(3.), N4 (Schluss) hergestellt. Es wird eine 


Stelle x = a genommen, an welcher ein mehrblättriger Windungspunkt von 


L vorkommt. An 
punkte, wo RZ 


(1.) 


dieser Stelle © = a hat L bei jedem R-blättrigen Windungs- 


1 ist, eine Entwicklung der Form 


Rn 1 a 
y.t = Ya ((-a)*) ) 


I 
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die Constante y, ist von einem dieser Windungspunkte zum anderen eine 
andere, und wenn R >]1 ist, so verschwindet y, nicht. An einer Stelle, 
wo die Diseriminante von L verschwindet, ohne dass eine Verzweigung 
stattfindet, haben von den » dort einwerthigen Zweigen von L zwei, L, und ZL;, 


Ja 5 dL; . . 
‘ist von — ” verschieden, die anderen n—2 
dx dx 


Zweige haben unter einander und von Z,=L, verschiedene Werthe. 
Die Function Z hat also die Eigenschaft, die am Schlusse von N 1 
der Abhandlung des Verfassers „Ueber lineare Differentialgleichungen mit 


denselben Werth, aber 


algebraischen Coefficienten“ Bd. 123 dieses Journals S. 75 bezeichnet war 
(dort ist 8. 72 Zeile 7 von unten vor „Der Üoefficient ce,“ einzuschieben: 
„bei RA 1#%). 

Die Funetion z möge bei = x die in N5 bei (1.) angegebene 
Beschaffenheit haben. Dann hat die Function Z bei x = » die Eigenschaft, 
dass ihre » Zweige Entwicklungen nach absteigenden Potenzen von x mit 
sanzzahligen Exponenten haben, die mit 

(2.) 0, 2°, 0, 20°, ..., 0,08 
beginnen, wo die o unter einander und von Null verschieden sind. 

L erfüllt dann zugleich bei x = oo die Voraussetzung, die in N6 1 
(vgl. S. 109) der Abhandlung Bd. 123 gemacht war. Sonst möge L die 
Voraussetzung 1. e. N6 II B oder C bei x = x erfüllen. 

Wenn nun ursprünglich die Funetion z in den Coeffieienten der 
Differentialgleichung vorkam, so ist dieselbe nach den Angaben von N6 
rational durch z und ZL auszudrücken, wodurch die Funetion Z in den 
Coeffieienten der Differentialgleichung auftritt. 

Es sei ferner mit Bezugnahme auf das Verhalten der Funetion z 
bei z= oo nach N5 die unabhängige Variable x durch die dort genannte 
lineare Substitution in $ ausgedrückt. Diese Substitution wird in der linearen 
Differentialgleichung vorgenommen, alsdann an Stelle von z die in N5 (3.) 
genannte Function © eingeführt, und nun wird » rational durch 5 und die- 
jenige algebraische Function ausgedrückt, welche bei z der Function L 
entspricht. 

Die Integrale der von $ abhängenden Differentialgleichung werden 
durch die umgekehrte lineare Substitution Integrale der ursprünglichen 
Differentialgleichung. Die Ausdrücke letzterer Integrale bei einem Punkte 
erhält man aus den Ausdrücken jener Integrale bei dem correspondirenden 
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Punkte durch Einführung der linearen Substitution, welche $ durch x aus- 
drückt, nach demselben Verfahren, welches bei Anwendung einer linearen 
Substitution eintritt, wenn der Uebergang eines Integrales von einem Punkte zu 
einem anderen auszudrücken ist (Abh. Bd. 96 N20 IB, Bd. 115 N3 III, N7 II. 
Die Werthe der von z abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen nach 
x mit vorgeschriebener Annäherung in einem Punkte x ergeben sich ver- 


- 


mittelst der Werthe der von & abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen 


ge 


nach 5 in dem x entsprechenden Punkte &. — 


Die in dieser Abhandlung untersuchte Aufgabe aus der Theorie der 
algebraischen Functionen ist in anderer Weise behandelt in dem Buche von 
Hensel und Landsberg (1902): 'T'heorie der algebraischen Funetionen einer 
unabhängigen Variabeln 5. 402—409, 








Bemerkung zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Der Grundsatz der Theorie der homogenen linearen Differential- 
gleichungen ist dieser: 

Wenn die Üoefficienten einer homogenen linearen Differentialgleichung 
m-ter Ordnung mit dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung gleich Eins in 
einem Kreise einwerthige und stetige analytische Functionen sind, so genügt 
der linearen Differentialgleichung eine und nur eine innerhalb des ganzen 
Kreises einwerthige und stetige analytische Funetion, die mit ihren m—1 
ersten Ableitungen im Mittelpunkte des Kreises vorgeschriebene Werthe 
annimmt. 

Diesen Satz hat Weierstrass in seinen Vorlesungen gegeben und 
Fuchs hat im Anschluss hieran diesen Satz mit einem von ihm gelieferten 
Beweise allgemein bekannt gemacht (Österprogramm von 1865 der städti- 
schen Gewerbeschule zu Berlin und Band 66 dieses Journals) als Grund- 
lage für seine weiteren Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen 
(vergleiche hierbei das von dem Verfasser im Anfange seiner ersten Ab- 
handlung „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen‘“ Band 74 dieses 
Journals S. 193 Gesagte). Daher wird man diesen Grundsatz den Weier- 
strass-Fuchsschen Satz nennen können. 

Fuchs hat in seinen allgemeinen Untersuchungen über die 'T’'heorie 
der linearen Differentialgleichungen (Band 66 und 68 dieses Journals) in 
Bezug auf die homogene lineare Differentialgleichung mit dem Üoefficienten 
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der höchsten Ableitung gleich Eins, deren Üoefficienten in der Nähe eines 
Punktes einwerthige und abgesehen von diesem Punkte stetige analytische 
Funetionen sind, den allgemeinen Ausdruck der linear unabhängigen Inte- 
grale gegeben, der das Verhalten der Integrale beim Umgange um diesen 
Punkt (singulären Punkt) charakterisirt. Dann hat derselbe besonders die 
Form derjenigen unter diesen Differentialgleichungen ermittelt, deren Inte- 
srale in den Potenzreihen, die in der Entwicklung auftreten, Potenzen mit 
negativen Exponenten nur in endlicher Anzahl enthalten (reguläre Inte- 
grale). Von dieser Differentialgleichung ergeben sich die Integrale nach 
einem allgemeinen von Fuchs aufgestellten und bewiesenen Convergenz- 
satze. Ferner geht aus der Form dieser Differentialgleichung der von 
Fuchs gegebene Ausdruck der homogenen linearen Differentialgleichung 
mit rationalen Coeffieienten und nur regulären Integralen hervor. Die 
Untersuchungen, die der Verfasser in diesem Journal Band 74 bis 126 
über lineare Differentialgleichungen angestellt hat, beziehen sich besonders 
auf die Aufgabe, die Integrale bei einem singulären Punkte der Differential- 
gleichung darzustellen, wenn dort nicht mehr alle Integrale regulär sind. Zu 
dem Zwecke hat derselbe die Zerlegung des homogenen linearen Differential- 
ausdruckes und der Differentialgleichung behandelt. Diese Zerlegung ist in 
der Abhandlung des Verfassers Band 75 (N2, N5) dieses Journals begonnen 
(vergl. Abhandlung Bd. 78 N 1), und ist auf algebraischem Wege in einem 
Gebiete von linearen Differentialgleichungen mit rationalen Üoefficienten 
und weiter auch mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten durchgeführt 
worden. Die zu diesem Gebiete gehörenden linearen Differentialgleichungen 
sind solche, dass zur Aufstellung der Integrale bei den singulären Punkten 
specielle Convergenzbetrachtungen nicht erforderlich sind. Die Integration 


dieser Differentialgleichungen ist unter Hinzunahme bestimmter Integrale 
vollzogen (s. die Einleitung zu der Uebersicht in Band 96 und den kück- 
blick in den Abhandlungen Band 122, Band 123 dieses Journals). Die 
T'heorie der linearen Differentialgleichungen hat bei diesen Untersuchungen 
eine Anwendung gefunden auf die algebraischen Functionen (s. den Rück- 
blick in der Abhandlung Band 122 S. 21 dieses Journals) und in der 
Variationsrechnung (Band 125 dieses Journals). 
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semerkungen zur Determinantentheorie. 
(Von K. Hensel.) 


ur 


1. 


In den Elementen der Determinantentheorie wird der Satz bewiesen, 
dass eine Funetion 0 (w,,) der n’ Variablen eines quadratischen Systemes 
von r’ Elementen: 


a 
Bi 
(1.) (ni) = su 


gleich der Determinante |«,,| jenes Systemes multiplieirt mit einem von den 
Elementen a,, unabhängigen Factor C ist, wenn sie die beiden folgenden 
Eigenschaften hat: 
I. Sie ist eine homogene lineare Function der Elemente 
(U, %2, +. %,) der ersten Horizontalreihe H, von (u ,). 
II. Sie ändert nur ihr Zeichen, wenn man die Elemente 
(U, +.., %,) der ersten Zeile 4, mit den entsprechenden Elementen 
> RERRRE  '6, irgend einer andern Zeile H, vertauscht, d. h. sie 
ändert ihr Zeichen bei jeder der a—1 Vertauschungen 
(H,, H,) &=23,...,n). 
Hieraus folgt unmittelbar, dass die gleichen beiden Eigenschaften 
der Function #(u,) dann auch in Bezug auf jede Horizontalreihe des 
Systems (a,,) zukommen. Ersetzt man in der für # geltenden Gleichun 
(2.) 9 (u,) = C-|u,| 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 1. 10 
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das System (w,,) durch das sogenannte Einheitssystem: 


E= (d .) (Sy, 1, d,,=0 für 9>>h) 
so folgt aus ihr C = #(E); jene Gleichung kann also auch in der Form 
(8.) 0 (u) = 0 (E):|u,| 


geschrieben werden. 
Legt man an Stelle des quadratischen Systemes (1.) der Uhnter- 
suchung eine rechteckige Matrix: 
Un Us, RE Hin 


(4) (u | Mr an 


: Uns Us .... U un 


von m Horizontalreihen H,H,,..., A, und » Verticalreihen V,,V;,..., V. zu 
Grunde, und untersucht diejenigen Functionen # (u,) der mn Variablen « 
welche wieder die beiden folgenden Eigenschaften haben: 
I. Sie sind linear und homogen in Bezug auf die Elemente 
von H, 
ll. Sie ändern nur ihr Zeichen bei allen (m—1) Ver- 
tauschungen (H,, H,) für © = 2,5,..., m, 
so gilt für diese ein allgemeinerer Satz, welcher im Folgenden bewiesen 
und dann zur Begründung einiger Fundamentaltheoreme der Determinanten- 
theorie benutzt werden soll. 
Ist nämlich zunächst a — m, und sind 
D,D.,...,D, 
die « = n, Unterdeterminanten m-ter Ordnung, welche aus der Matrix (w,,) 
durch Weglassung von je a—m Verticalreihen gebildet werden können, so 
besitzt jede homogene lineare Function derselben mit constanten Coefficienten 
C, D, +6, D,.+ + C, D, 
die beiden Eigenschaften I und II, weil dasselbe offenbar von jeder einzelnen 


unter jenen Determinanten D, gilt. 


Man kann aber auch leicht die Umkehrung dieses Satzes beweisen. 
Es seien nämlich: 


die den Systemen von D,D;,...,D 


u 


„ entsprechenden Einheitssysteme von 
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mn Elementen, welche also in jeder Horizontalreihe eine Eins und sonst 
lauter Nullen enthalten, und es bedeute allgemein # (E,) den constanten 
Werth, den die zu untersuchende Funetion # (w,,) annimmt, wenn man das 
System «,, durch das betreffende Einheitssystem E, ersetzt. Dann gilt der Satz: 


Jede Function #(w,) der mn Variablen «,, welche die beiden 
Eigenschaften I und II besitzt, ist in der Form darstellbar: 


(D.) 9 (u) = ® (E,) D, +6 (E,) D,+--+6(E,)D.. 


Bilden wir nämlich die Differenz: 
u 
9 (m) = 0) 30 (ED, 


so besitzt diese neue Function #,(u,,) offenbar ebenfalls die beiden Eigen- 
schaften (I) und (II); ausserdem aber verschwindet sie identisch, sobald 
man von den Verticalreihen V,,..., V, irgend welche a—m durch Nullen ersetzt. 


In der That, lässt man z. B. nur diejenigen Verticalreihen un- 
geändert, welche zu einer bestimmten Unterdeterminante D, gehören, während 
alle anderen Elemente gleich Null gesetzt werden und bezeichnet nun die 
m llemente dieses quadratischen Partialsystemes durch «,, so geht # (u,,) 
in eine Funetion #(w,) jener m’ Elemente allein über, welche in Bezug 
auf sie offenbar ebenfalls die beiden Eigenschaften I und II hat, und daher 
nach (3.) gleich #(E,) D, ist. Beachtet man, endlich, dass alle anderen 
Partialdeterminanten D, bei dieser Substitution verschwinden, während # (E,) D, 
ungeändert bleibt, so folgt in der "That, dass 9,(w,) = 0 ist; und damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Endlich zeigt man aber leicht, dass eine Function #,(w,), welche 
diese drei Eigenschaften hat, identisch Null sein muss. 

Nach der ersten und zweiten jener drei Eigenschaften ist nämlich 


9, homogen und linear in den Elementen einer jeden Zeile H,, also besteht 
diese Function aus lauter Producten: 


C,,, u, hı u; Fand u, Am“ 


Mg, un Zi 


Ist aber dieses Produkt eines der Glieder von 6,(w,,) und setzt man alle 
Elemente «,, ausser denen von V,,V,,...,V,, gleich Null, so verschwinden 
wegen der dritten Eigenschaft von #, alle Glieder dieser Funetion, während 
sich das obige Produkt bei jener Substitution nicht ändert. Also muss 
Cuuh2...,n, gleich Null sein; da aber dasselbe für jedes Element von ,(w,,) 


10* 
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gilt, so ist in der That 9,(w,) = 0. Damit ist also bewiesen, dass für jede 
Function 9 (w,,) welche die beiden Eigenschaften I und II hat, die Identität 
besteht 


8 (u,) = O(E\) Dıi+-+90(E,) D,. 


Ist speciell m > nr, so kann man aus der Matrix (w,,) keine Unter- 
determinante m-ter Ordnung bilden, d. h. es ist dann « = 0, und die soeben 
durchgeführten Betrachtungen lehren dann, dass eine Function der mn Ele- 
mente (,,), welche die beiden Eigenschaften (I.) und (IL) hat, identisch 
verschwindet. 

Derselbe Satz gilt natürlich auch für die Function #(w,,), welche 
in Bezug auf die Elemente der ersten Verticalreihe V, linear und homogen 
ist und bei den (»a—1) Vertauschungen (V,,V,) für ©=2,...,n nur ihr 
Zeichen ändert; nur treten dann an die Stelle der »,, Unterdeterminanten 
m-ter. Ordnung von (a,,) die m, Uuterdeterminanten »-ter Ordnung welche 
man aus diesem System durch Weglassung von je (m-—-n) Horizontalreihen 
erhält. 

Da, falls m >n ist, immer eine der beiden Zahlen 
Null ist, so ergiebt sich endlich: 


und m, gleich 


ni 


Eine Funetion 6(u,,) der mn Elemente («,,), welche in Bezug auf 
ihre Zeilen und ihre Colonnen die beiden Eigenschaften I und II 
besitzt, ist stets gleich Null, es sei denn, dass m = n ist; ist das 
Letztere der Fall, so ist die einzige Funetion dieser Art, die mit 
einer Constanten multiplieirte Determinante |x,,|. 


Ss 2. 
Wir benutzen diesen Satz zuerst zum Beweise der Multiplikations- 
theoremes für Matrizen in seiner allgemeinsten Form. Componiren wir 
zwei rechteckige Matrizen: 


_ (Mn) 
He 


und 


(©,,) 


k= Ban) 
I 


in der gewöhnlichen Weise, d. h. so, dass wir die Elemente der m Zeilen 
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H,H,,..., H, von (a,) mit den entsprechenden Elementen der m Colonnen 
1, V34 ..., V. von (v,) multiplieiren, so erhalten wir ein System: 


(w,) = (H; V,) = (u) (ou), 
dessen Elemente dureh die Gleichungen: 


n 


m, = RI 44%, = HV, 


bestimmt sind. Betrachten wir nun irgend eine Unterdeterminante r-ter 
Ordnung des eomponirten Systemes 


Di Diner, Win, H,V,H,V,....,H,V 
V; 


r — i 8, j 


“ 


w‘) — WW, Wien Wi,ı H, V.. H, Pi 32 I 


l.. t} 
I / I a 7 


H,V,,H,V.,.... H,V: 


w; 1» W; 1, .r... wm; ] 


so folgt aus der zweiten symbolischen Darstellung zunächst, dass ihr Kle- 
mentensystem in derselben Weise aus den beiden Partialsystemen: 


_ Po RIRBEFEE FOR 
u) = 
(o ie ER 
U; 1, u, ü. 
und 
©; .., dı,, 


0 


(=12,...,r) 





“ 
C1s es ®„ı 





componirt ist. Zweitens ergiebt sich aus derselben Darstellung, dass diese 
Determinante homogen und linear in Bezug auf die Elemente der ersten 
Zeile H, von (w, ,) ist, und bei jeder der (r—1) Vertauschungen (H,, H,) 


füre=2,...,r nur das Zeichen ändert. Sind also: 


D.,D.,..., D 


4 


alle « = n, Partialdeterminanten r-ter Ordnung von (W 8); und sind ferner 


E,. E,, ...g. E 


‘u 
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die diesen Partialdeterminanten entsprechenden Einheitssysteme, so ergiebt 
sich nach dem soeben bewiesenen Fundamentalsatze für W£? die Gleichung: 


wi == wi (E,) D.. 
Ersetzt man aber in der Compositionsgleichung: 
r) — 
am (mi, x) (0,)| 
die erste Componente (W; x) durch eins der « Einheitssysteme, etwa durch das 
zu D, gehörige System E, so ergiebt sich ohne Weiteres die Gleichung: 
iEN „. — 
W; (E,) == \(E,) (0,,,)| = AN, 
wenn A, die Partialdeterminante r-ter Ordnung ist, welche aus denjenigen 
Horizontalreihen von (v,,,) besteht, die den Verticalreihen von (m x) ent- 
sprechen. 
Also ergiebt sich für jede Determinante (W£{?) die folgende einfache 
Gleichung: 
} 2 == D, A,+D. A>+:"+D, A,, 
und diese Gleiehungen gelten für alle Unterdeterminanten beliebiger Ordnung 
des eomponirten Systemes. 


3. 
Aus dem im $ 1 bewiesenen Matze leiten wir ferner als einfache 
Folgerung den sogen. Laplaceschen Determinantensatz ab. Wir theilen die 
im ersten Abschnitt betrachtete Matrix 


(1) (un) = (A, By...) Hin) Ren 


in zwei Theilmatrizen 


? al. 


a. u 2 u u, 
2°.) (%,0),1) ur (H,, H,, ... H,,) Pr at v. 


er 00 





rn 


-_. 


a. 
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von r bezw. (m—r) Horizontalreihen. Wir machen diese Einteilung ganz 
beliebig, setzen aber von vornherein fest, dass in beiden Matrizen die 
Horizontalreihen in natürlicher Anordnung, d.h, so hingeschrieben sein 
sollen, dass 


HI: 
und 
IH Irr2 er gm 
ist. 

Wir untersuchen wiederum alle Functionen # (w,,), welche in Bezug 
auf die ganze Matrix (w,,) die Eigenschaften (I.) und (II.) besitzen. Da jeder 
dieser Funetionen dieselben Eigenschaften sowohl in Bezug auf die Elemente 
der ersten, als auch in Bezug auf die Elemente der zweiten Teilmatrix 
zukommen, so ist sie eine lineare homogene Function der Determinanten 
r-ter Ordnung 

D.D:,...D, 
der ersten Theilmatrix (a,o,) in (2°) und eine ebensolche Funetion der 
Determinanten (m—r)-ter Ordnung 

FE TEE 


4 


der Matrix (w,»,) in (2".). 
Es besteht also für jede dieser Functionen eine Gleichung 


(8.) (u)= 230, Di4, 
e—=1 k=1 


wo nur noch die Zahleoefficienten C,, zu bestimmen sind. Um den Coefti- 
cienten C, für ein bestimmtes Indexsystem (i, %) zu finden, ersetzen wir in 
(3.) das Variablensystem (w,,) durch das speciellere (w,,), in welchem alle 
Vertiealreihen durch Nullen ersetzt sind, mit Ausnahme von denjenigen, 
welche entweder zu D, oder zu 4, gehören, während in diesen alle 
Variablen ungeändert bleiben. Diese neue Matrix besteht dann ebenfalls 
aus m Horizontalreihen, und sie hat entweder m oder weniger als m Verti- 
calreihen, je nachdem die zu D, und 4, gehörigen Systeme lauter ver- 
schiedene Verticalreihen, oder mindestens eine Vertiealreihe gemeinsam 
haben. In beiden Fällen besitzt aber die so sich ergebende Funetion 
9 (u) in Bezug auf diese Matrix ebenfalls die Eigenschaften I und II. 
Haben nun D, und /, mindestens eine Colonne gemeinsam, so ver- 
schwindet nach dem am Schlusse von $ 1 bewiesenen Korollare # («,,) 
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identisch; also ist auch C, = 0. In der Gleichung (3.) ist daher nur über 
diejenigen Producte D, 4, zu summiren, welche keine Verticalreihe gemein- 
sam habe. 

Haben jetzt die zu D, und /, gehörigen Systeme keine Kolonne ge- 
meinsam, so ist das specielle System (%,,) quadratisch, und nach dem auf 
Seite 73 angegebenen T'heoreme (2.) wird 0 (u) = Cja,.|. Der Einfachheit 
wegen wählen wir für das System m-ter Ordnung («,,) das erste, so dass 

(ü,.) = (W..) (r,s=1,2,...,m) 
ist, und dividiren mit der Constanten C durch. Dann ergiebt sich die 
folgende allgemeine Darstellung einer Determinante m-ter Ordnung 

(3*.) lv,| = £C,D;, 4, 
wo jetzt 

D,D.,.:,D, 

und 


ia 


u 
die « = m, Unterdeterminanten der r-ten und der (m —r)-ten Ordnung sind, 
welche man aus den beiden 'I’heilmatrizen 





ER WS ARE RE Le 
(9,0) ,1) . (H,, ... H,) a 
4 ARTE MR en 
U,, Hl? "9+17) ’ U,,, jm 
0) = (Hy H,) = 
u, %,,2% ie ı 


bilden kann. 

Gehören zu der Partialdeterminante D, die Verticalreihen (V,,..., V,,), 
so gehören zu der complementären Determinante die (m—r) übrigen 
.. V,,), so dass die Zahlen (h,...„A,; h,;n..„A.) eine Permutation 
von (1,2,...,m) bilden, in welcher die r ersten und die (m—r) letzten für 
sich wieder ihrer Grösse nach aufeinander folgen. Wir bezeichnen nun 
allgemein die zu D,, D,;, ..., D, eomplementären Determinanten bzw. durch 
As In. 4, Dann sind je zwei solche complementäre Determinanten, 
welche den Zeilen (H,,..,„H,) und (H,,„..„H,) und den Colonnen 


(Vs... 9) und (Mn V,,) entsprechen, folgendermassen zu schreiben: 
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U, u 


J sv o..y } 
r+1"r+1’ r+1"m 


U, h,! u... U, / 
Be 


Dann geht unsere Gleichung (3*.) über in: 

= 20, D4, (+ — u-+l). 
Ersetzt man endlich die zu einem bestimmten Produete D, 4, gehörigen 
Systeme in (D.) durch die zugehörigen Einheitssysteme und bezeichnet man 
das so sich ergebende ganze System m-ter Ordnung (w,,) dureh E,,, so er- 
giebt sich €, = 





E,.|, und man erhält die Gleichung: 
la,,| —— B; IE, ui D, I. h+ A 4 +1). 
i—=] 


Das System E,, ist also dasjenige Einheitssystem, welches aus (w,,) durch 
die Substitutionen 


(6.) Un, — U, h. = ui u U, J — ] 


'esetzt werden. 


u 


hervorgeht, wenn alle übrigen Elemente gleich Null 
Beachtet man, dass dieses System E,,, wie eine leichte Ueberlegung 

lehrt, durch 

(-1)+(e-2)++(g,—r) 
Zeilenvertauschungen und durch 

(,—1)+(,—2)-+.-+(h,—r) 
Colonnenvertauschungen in das Einheitssystem E übergeht, so ergiebt sich 
für die gesuchten Coeffieienten 





%,,,| die einfache Gleichung 


Eu| — (— 1)" - 





wenn 
G=g+:''+g, 
und 
H=h-+--+h, 
gesetzt wird. Wir erhalten somit die folgende Darstellung der Zaplaceschen 
Determinantenrelation 
s,..|= 2(-1)%'”7D,4,. 
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homogen und linear in den Elementen von H. 


m HKlemente. 


letzten Colonnen V,41,...,V 


n 


auch #, gewisse Elemente aller Horizontalreihen (H,,.. 


unsere Behauptung ist daher vollständig bewiesen. 


Ich beweise endlich noch, dass jede Funetion 6 (w 


ein Element «, so enthielte er alle Elemente (%,,...,% 


Zerfiele endlich die allgemeinste Function # (w,,) in 


), welche die 


gh 


beiden Eigenschaften I und II a. S. 74 hat, eine irreduetible Function ihrer 
mn Klemente «,, ist. Zerfiele nämlich # (w,,) in zwei Factoren ®, (w,,) und 
d,(u,,) und enthielte der erste #, auch nur ein Element einer Zeile H,, so 
muss er alle Elemente dieser Zeile enthalten, während #, dann von diesen 
Klementen von H, unabhängig ist; anderenfalls wäre nämlich 9 = 6, #, nicht 


Ist ferner das System (w,,) speeiell quadratisch, also 4 (w,) = C |u,.|. 
so gilt das soeben für die Zeilen 4, Bewiesene auch für die Colonnen V,. 
Kinthielte also jetzt der erste Faetor #, (w,) der Determinante auch nur 


von H, und 


somit aus dem soeben angegebenen Grunde auch alle HKlemente von 
(V,V, ...,/,); also wäre gegen unsere Annahme 6; (w,,) von allen in Elementen 
unabhängig. Die Determinante ist demnach eine irreductible Function ihrer 


(5.) a. 8. (5 in 


zwei Factoren #, und #, so wäre dasselbe der Fall, wenn man die n—m 
durch Nullen ersetzt. Dann wäre aber 
#,6, = ®#(E,)-D, und die irreductible Determinante D, müsste in einem der 
beiden Faetoren, etwa in D, ganz enthalten sein. Da somit aber D,, also 
„H 


kann nach den obigen Bemerkungen # gar kein Klement «,, enthalten; 


) enthält, so 


m 








Zur Classification der quadratischen Formen, 
der Curven und Flächen zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse. 

(Von Herrn Lothar Heffter in Bonn.) 


Das oft behandelte Thema der Classification der Curven und Flächen 
zweiten Grades ist wohl zuletzt von meinem Freunde Koehler”) in Angriff 
senommen und insofern sehr befriedigend erledigt worden, als er bei Zu- 
orundelegung beliebiger homogener Coordinaten durch geschiekte, zum Theil 


Ss 


eelangt, die sofort ausser der voll- 


ceometrische Ueberlegungen zu Tabellen 
ständigen die projeetive Classification für sich und eine metrische für sich 
nebst ihren Kriterien erkennen lassen. 

Wenn ich trotzdem denselben Gegenstand nochmals aufnehme, so 
sind es zwei Punkte, die mir das wünschenswerth erscheinen lassen. 

Einmal möchte ich deutlich hervortreten lassen, dass nicht nur die 
Classification der Gebilde /I/. Ordnung, was schon Herr Hensel”*) vezeigt hat. 
und was auch bei Herrn Koehler (a. a. 0.) zu erkennen ist, sondern auch 


die Gebilde /I. Klasse — bis auf eine in zwei Fällen erforderliche, sehr 
einfach zu vollziehende Spaltung — analytisch dureh die Classification je 


zweier quadratischen Formen, deren eine die projeetive, deren andere die 


weitere affine”““) Ulassification giebt, geleistet werden kann. Die bei den 


Grebilden II. Klasse hierfür heranzuziehende zweite quadratische Form wird 


*) Archiv der Math. u. Phys. III. Folge Bd. 3 (1902), S. 21 #f. 


**) Dieses Journal Bd. 113 (1894), S. 303 #. 
”**) Unter „affinen“ geometrischen Eigenschaften verstehe ich solche. die bei deı 


Gruppe der affınen Transformationen ungeändert bleiben. 
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bei den Curven und Flächen in genau analoger Weise gewonnen. Während 
sie sich aber bei den Curven einfach als die zu der vorgelegten adjungirte 
Form herausstellt, hat sie bei den Flächen die Bedeutung, dass sie, gleich 
Null gesetzt, den Tangenten-Complex der Fläche giebt. Wenn auch diese 
quadratische Form schon bei Clebsch-Lindemann”) für die Eintheilung der 
Flächen Il. Klasse eine Rolle spielt, so dürfte doch ihre Bedeutung für 
dieses Problem erst durch die Form und die Herleitung der hier zu gebenden 
Resultate völlig zur Geltung kommen. 

Für die Classification von quadratischen Formen, auf die also die- 
jenige der Gebilde 1I. Grades stets zurückführbar ist, ist aber die eleganteste 
Kriterienreihe zweifellos eine von Sylvester”) herrührende,- die in der 
Theorie der Formen nur von Herrn Netto“) wieder abgeleitet, sonst aber 
weder dort noch in der analytischen Geometrie benutzt worden zu sein 
scheint. Diese ‚‚charakteristische Reihe‘‘ in der analytischen Geometrie ein- 
zubürgern, ist der andere Wunsch, der diese Zeilen dietirt. 

Die benutzten Coordinaten sind bei der projectiven Ulassification 
beliebige zusammengehörige homogene Punkt- und Linien- (bezw. Ebenen-) 
Coordinaten &,, X, 73. (2,) und %,, %,, a;, (w,), während ich für die affine 
Classification allerdings die Benutzung Hessescher Coordinaten als natur- 
gemäss erachte. In diesem Falle ist also zz =0V (bezw. z,=0) die 
Gleichung der uneigentlichen Geraden (bezw. Ebene); die Einheitspunkte 
dürfen aber auf jeder der zwei (bezw. drei) Axen noch ganz beliebige sein. 

Die Einordnung der hier zu entwickelnden Classification in das Ge- 
bäude der analytischen Geometrie kann an sehr früher Stelle erfolgen. Nur 
der Nachweis, dass eine quadratische Form und ihre adjungirte Form, gleich 
Null gesetzt, bei nicht verschwindender Determinante dasselbe Gebilde dar- 
stellen, ist als vorangehend zu betrachten. 

Der Kürze wegen sei es gestattet, alles Bekannte, was des Zusammen- 
hangs halber nicht ganz unerwähnt bleiben kann, nur anzudeuten. In dem 
rein algebraischen Abschnitt (I.), wo ich im wesentlichen dem Sylvester- 
Nettoschen Wege folge, erlaube ich mir trotzdem theilweise eine etwas 
grössere Ausführlichkeit, weil mir die dort zu gebende Berechnungsart einer 


*) Vorlesungen über Geometrie. Bd. 2, I. Leipzig, 1891, S. 197 ff. 
**) Philos. Magaz. 4. Ser. Bd. 4 (1852). S. 155 ff. 
***) Vorlesungen über Algebra. Bd.1. Leipzig, 1896. 8. 222. 
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orthogonalen Substitution zur Ueberführung einer quadratischen Form in 
eine Quadratsumme besonders einfach und bei beliebiger Zahl von Unbe- 
stimmten noch nicht entwickelt zu sein scheint. 


I. 


Charakteristische Reihe einer quadratischen Form. 


Die quadratische Form 


(1.)  fla) Szf,(2) = Fa,.cr, (a ) 
DI i.4 

wird durch die Substitution 

(2.) 2, = 0, 3 HP, 7 + ei + v E_ 

(1 3 ı) 

in die Form 

(8) f (ao) E42) & ++ fon): 
übergeführt, also, da die Gleichungen f(eP) = 0, f(ey) = 0,... auf un- 


endlich viele Arten erfüllbar sind, auf unendlich viele Arten als Quadrat- 
summe 
(4.) Stätte ths 

dargestellt. Das Trägheitsgesetz giebt die Invarianz der Anzahl aller, der 
positiven und der negativen Quadrate. Um also Rang und Signatur von f 
zu erkennen, genügt irgend eine "Transformation in eine (Juadratsumme. 

Wir suchen dies nun insbesondere dadurch zu erreichen, dass wir die 
a, /,... den Gleichungen 


(5°.) ko) =, a, 
57.) (9) = 4,ß _ 
( ) fi \f / “4 l 





worin die 4 also noch unbekannt sind, und ausserdem den Relationen 


(6.) » EP 3, 
unterwerfen, und behaupten, dass die «,ß..... falls sie dureh (5.) und (6.) 
schon völlig bestimmt sind, ein orthogonales System bilden, und dass dies im 
andern Falle durch Hinzufügung der nöthigen Bedingungsgleichungen eben- 
falls stets erreichbar ist. Trifft das aber zu, so ist 


(7.) 2uPp = Zu =D, .., 
und aus (d.), (6.), (7.) folgt direct 
f(a«) = 4, f(PP) = h, flaß) = fluy) = =, 


12* 
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sur Classification der quadratischen Formen. 


i_n 
(8.) f(za) = 21,8. 
fer 1 
> 


Damit die Gleichungssysteme (5°), (5°), ... nicht allen «©, ß,... den 
Werth Null ertheilen, ist zunächst nothwendig und hinreichend, A,.%,...., 7 


n 


als Wurzeln der ‚‚charakteristischen Gleichung“ 


(9.) a,—4 &,,.| — () (E;; I,Er—=0 für de 4A 
zu wählen. 
Eigenschaften der charakteristischen Gleichung: 
I. Gleichung (9.) hat (bei reellen a,) zur reelle Wurzeln. (Beweis 
bekannt.) 


Il. Sind },,A, zwei verschiedene Wurzeln von (9.), genügen @,.....@, 
dem Gleichungssystem (5°.) und /%,,..../?, dem Gleichungssystem (5’.), so ist 
>0,5;= 0 (und damit auch f(«P) = d). 

Denn dureh Composition der Gleichungen (5°) mit ?,.....?,. und der 


Gleichungen (5°) mit «,,...,«, folgt 
(10.) fe), ZE, B SE FEB, 
also 2a, =O0, | 
III. Der „„Verschwindungsgrad‘“”) von 


a; al 


ist gleich der Multiplieität der Wurzel }, von (9.). (M.a. W.: ja,—4e,| hat 
nur lineare Klementartheiler.) 

(Beweis in bekannter Weise einfach und elegant mit Hülfe von 
Determinanten-Identitäten zu führen.) 

Nun folgt die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
sehr leicht. 

A. Sind alle Wurzeln A,,..., 4 
die Gleichungen (7.) sämmtlich erfüllt. Da die «, die 5, u. s. w. aus den 


„ von (9.) verschieden, so sind nach II 
homogenen Gleichungen (5.) nur in ihren Verhältnissen bestimmt sind, kann 
man stets noch bewirken, dass sie den Relationen (6.) genügen. Sie bilden 
dann also ein orthogonales System, und Gleichung (8.) ist erfüllt. 

B. Ist A, eine oe-fache Wurzel von (9.), so werden die oe ersten 
Gleichungssysteme (5.) mit einander identisch. In diesem Gleichungssysteme, 


*) „Nullity“ von Sylvester (Amer. Journ. of Math. 6 (1584) p. 271) = Complement 
des Ranges der Determinante zu n. (Vgl. auch Encyelop. 1. B. 1.6 (Netto) S. 269.) 
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dem z. B. die « genügen müssen, sind aber nach III sehon je n—o+1 
Gleichungen linear abhängie; dareren eiebt es n—o linear unabhängiee 


darunter. Seien dies etwa 


+ Sr 
da a Be eh ae I di 2 ner Ne Babe re ae arte 11 5a ueiahici a ' 
NETTER = Pen ERW Ee ? x 2 2 





(a,—4,) Oo, +... | A HM re - NV (} 
" 
«82 
| 0,1% 7° H(a,_, l )e Fr ta ,, a 0", 


Wählt man nun die » @ irgendwie eemäss diesen a—o homogenen 
Gleichungen [21.) so können sie natürlieh noch der Relation (6.) unter- 
worfen werden. 

Wählt man dann die n 3 gemäss denselben Gleichungen (11.) und 


cemäss der ebenfalls homogenen Gleichung 


(12.) aß, + +09, =, 


so können auch sie noch der Relation (6.) unterworfen werden u. s. w. 
Endlich wird die o-te Reihe der Grössen «, , ..., sagen wir 0,, 0a: .... 0,. 
semäss denselben a—go Gleichungen (11.) und gemäss den o—1 homogenen 


Gleichungen 


(13.) 2,0; =V, SB =d,.. 
bestimmt und überdies, was wieder möglich ist, der Relation Fo) =] 


unterworfen. 


So erhält man stets ein orthogonales System «, /,..., und Gleiehung (8.) 
: gilt in allen Fällen. 

Nun folgt wesentlich derselbe Gedankengang wie bei Sylivester und 
Herrn Netto (a. a. O.). 

Das Ausfallen von Quadraten in (8.) und das Vorzeichen der nicht 
ausfallenden Quadrate wird durch die Wurzeln der zu f gehörigen charak- 
teristischen. Gleichung (9.) bestimmt. Auf die Wurzeln kann man aber 

wiederum aus der Reihe ihrer mit abwechselnden Zeichen genommenen 
Coefficienten schliessen, d. h. aus der zu f gehörigen „charakteristischen Reihe“ 
(14.) FW 5 WR 37 RER 7 ve = 


11,7 


wo A, die Hauptunterdeterminanten I. Stufe, A,,. die Hauptunterdeter- 
minanten II. Stufe, u. s. w. von A = ja,| bedeuten. 


Denn, so viele Glieder im Anfang dieser Reihe verschwinden, so 





Be rn ee ts 
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viele der Zahlen #,,...,4, haben den Werth Null. Diese Zahl ist der Ver- 
schwindungsgrad ©e(A), und der Rang r von f ist durch die Formel 
(15.) r() = n-v(A) 
bestimmt. 
Die Signatur von f aber, S(f), ist gleich der Anzahl der positiven 


weniger der der negativen Werthe der 4,,...,4. Nun gilt der Satz”): 


„Hat die Gleichung 

z"—a,c""+.- ta, =0 
lauter reelle Wurzeln, so ist die Anzahl der positiven Wurzeln gleich der 
Anzahl der Zeichenfolgen, die Anzahl der negativen Wurzeln gleich der 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe 

ur Per SE > 
wobei die im Anfang etwa verschwindenden Glieder fortgelassen, intermediär 
verschwindende aber nach Belieben positiv oder negativ gezählt werden.“ 
Also ist 

(16.) Ss() = ZF-FW, 
wo IF die Anzahl der Zeichenfolgen, ZW die Anzahl der Zeichenwechsel 
in der Reihe (14.) bedeutet. 
Für die analytische Geometrie, wo es nur auf die Gleichung f = 


ankommt, genügt als Definition der Signatur dieser Gleichung, der Form f 


oder ihrer Determinante schon 
(17.) sN=zs(AA)=|S()|=|FF-rW\. 
Wo im Folgenden auch immer von einer quadratischen Form mit der 
Determinante A die Rede ist, sollen unter v(A),s(A) stets die aus ihrer 
charakteristischen Reihe unmittelbar abzulesenden Zahlen verstanden werden. 
Die charakteristische Reihe (14.) von Sylvester erscheint mir in der 
That sehr viel schöner und praktisch nieht unbequemer als die aus der 
Jacobischen Transformation herrührende, sonst in der Kegel benutzte Reihe 
(18.) AA Ai 
wo jedes Glied eine, gewissen Bedingungen genügende, Hauptunterdeter- 
minante der vorangehenden ist. In der sehr allgemeinen Reihe ©,, C,,..., Oy4ı 
von Herrn @Gundelfinger”*) ist auch die charakteristische Reihe als Special- 
fall enthalten; anscheinend ist sie aber aus ihr noch nicht herausgelesen worden. 


*) Vgl. Netto, a. a.0. S. 221. 
**) S, Hesse, Anal. Geom. d. Raumes, III. Aufl. Leipzig 1576. Suppl. I. S. 449 ff. 
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Il. 
Classification der Curven II. Ordnune. 
Ist 
(1.) faa)=f, 0) =8&a,s;c, = 0 rt 


die Gleichung einer Curve II. Ordnung, so ergiebt sich aus den verschiedenen 
Fällen, die bei der Darstellung von f als Quadratsumme möglich sind, und 
dem Trägheitsgesetz die Eintheilung dieser Curven in imaginäre oder reelle 
nicht entartende Curven, in imaginäre oder reelle Geradenpaare und in 
Doppel-Geraden. Ist 

(2.) a,|= A, 


so ergeben die Werthe der Zahlen »(A) und s(A) unmittelbar die noth- 


7 
wendigen und hinreichenden Kriterien für diese projective Eintheilung. 

Die weitere affine Eintheilung der Curven II. Ordnung wird, wie es auch 
bei Herrn Koehler (a. a. OÖ.) geschieht, durch die projeetive Eintheilung ihres 


Schnittes mit der uneigentlichen Geraden bestimmt. Das ist aber das Punktepaar 


(3.) f(z, 2,0) = 0 
mit der Determinante A,='a,| (ik = 1,2). Also bestimmen ®(A.,.) und 
3 | j “ J «233, 


s(A;,) die affine Eintheilung von (1.). 

Dureh Composition der Ulassificationen von f(z, 2, 2,) und f(x, x, 0) 
erhalten wir also das Gitterwerk der Tabelle I"). Durch Combination der 
den Colonnen und Zeilen zukommenden geometrischen Merkmale erhalten 
wir die in die einzelnen Felder gehörigen ÖOurvenformen. Die in den frei 
bleibenden Feldern sich kreuzenden Zeilen und Colonnen schliessen einander 
seometrisch und algebraisch aus. Da jede Curvenform nur in einem Feld 
steht und jedes Feld nur eine Gurvenform enthält, giebt Tabelle I die noth- 
wendigen und hinreichenden Kriterien der Classification. 

Tabelle I stimmt 





abgesehen von der verschiedenen Kriterienform - 
vollkommen mit der Koehlerschen Tabelle I überein, sobald dort auf Hessesche 
Coordinaten .speeialisirt wird. 


Il. 
Classification der Curven II. Klasse. 
Ist 
(1.) y(uu)=Y(u u u) = Io, u u, = 0 (,k=1,2,3) 


die Gleichung einer Curve II. Klasse, so ist zunächst die projeetive Ulassi- 


*) Die Tabellen sind am Schluss der Arbeit zusammengestellt. 
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fieation nebst ihren Kriterien einfach dualistisch aus der vorigen Nummer 


RT, 


Bet: 


oder Tabelle I abzulesen, wobei natürlich nur die Determinante 
(2.) lo,.|= 4 
nebst ihren Unterdeterminanten 4, ete. an Stelle von A, A, ete. tritt. 

Zur weiteren affnen Eintheilung benutzen wir die projective Ein- 
theilung des uneigentlichen Punktepaares, für das die beiden hindurchgehenden 
(reraden des Strahlbüschels II. Ordnung (1.) zusammenfallen. Wir wollen es 
kurz das im Unendlichen von (1.) erzeugte Punktepaar nennen. 

4,,%,, a, sind jetzt die Hesseschen Coordinaten irgend einer Geraden 
der Ebene; ”,, #, bestimmen also ihren uneigentlichen Punkt. Die Hesseschen 
Punkteoordinaten z,, 2, (2, = 0) desselben Punktes genügen also der Gleichung 

(3.) u, 0% +0, = UV; 
d.h. z,,%, und die der Gleichung (3.) genügenden &,, x, sind contragrediente 
Punkteoordinaten desselben uneigentlichen Punktes, nämlich desjenigen der 
Geraden (u, a, a,), und man hat 

(4.) nm = m: —W. 

Zu jedem Werthepaar «,. a, liefert nun die Gleichung 

(493 pa, wu) = 03, +29 (uw); +p (u wV) = (U 
zwei Werthe von #,. Damit sie zusammenfallen, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass #,,@, der Gleichung 


(5.) 3 p (u 0)—p; (u, u, 0) = 0 
eenügen. Setzt man hierin a, = —z,, = x, nach (4.), und ordnet nach 
2,0%, so folgt 

(6.) A, 2 +2 Au u; + fo 2 = 0 


als Gleichung des von der Curve (1.) erzeugten uneigentlichen Punkte- 
paares, der wir auch die Form 
Ay 2 %ı3 I, 


Os, O9 O3 T 


(6° — () 
\ 
Oz 0, 0; V 
2 00V VO 
veben können. 
Setzt man also 
7 | ]- ) 
(%.) | 1,.| = |; („= 1,2), 
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sodass — nebenbei bemerkt — W, = o,, 4 ist, so liefern e (A,) und sAI,;) 
die weitere affine Eintheilung der Curven II. Klasse. Durch Composition 
der Classificationen der quadratischen Formen (1.) und (6.) erhält man das 
Gitter von Tabelle Il, durch Combination der zugehörigen geometrischen 
Merkmale ihre Ausfüllung. Die hierbei noch weiter trennbaren Ourven- 
formen, reelles Punktepaar auf eigentlicher Geraden, Doppelpunkt, werden 
einfach danach gespalten, ob die uneigentliche Gerade der Curve p = 0 
angehört oder nicht, d.h. ob o, = 0 oder +0. 


An die Entstehung der Tabelle II knüpfen wir noch einige Be- 
merkungen. 


Die quadratische Hülfsform oder Hülfsgleichung (6.) stellt sich hier 
einfach als Schnitt der zu (1.) adjungirten Punkteurve mit der uneigentlichen 
Geraden heraus. Die adjungirte Punkteurve ist aber bei vo (4) = 0 mit (1.) 
identisch, stellt bei e (4) = 1 den geradlinigen Träger des Punktepaares (1.) 
dar und löst sich bei (4) = 2 in alle Punkte der Ebene auf. Das von 
(1.) „erzeugte uneigentliche Punktepaar*“ besteht daher bei e (4) = 0 aus 
den uneigentlichen Punkten der Curve (1.) selbst, bei o(.f) = 1 aus den 
uneigentlichen Punkten der reellen Geraden, auf der das Punktepaar (1. 
ruht, bei © (-/) = 2 aus den uneigentlichen Punkten aller durch den Doppel- 
punkt (1.) gelegten Geraden, d.h. aus allen uneigentlichen Punkten. — 
Diese Erwägungen können auch zur Ausfüllung der Tabelle II verwerthet 
werden. 


Endlich kann die Ausfüllung der Tabelle Il auch auf Grund folgender 
Ueberlegung geschehen: In der Colonne ve (N =0 ist das von p = 0 
„erzeugte* Punktepaar einfach das uneigentliche der Curve selbst, sodass 
die vier nicht entartenden Curvenformen auf Grund ihrer Definition in die 
entsprechenden Zeilen rücken. In den übrigen Colonnen handelt es sich 
um Punktepaare und Doppelpunkte Da nach dem Trägheitsgesetz eine 
Ooordinatentransformation, die nur «, ungeändert lässt, weder die Colonnen- 
noch die Zeilen-Kriterien ändert, so kann man das Punktepaar stets 
als zwei Coordinaten-Ecken, bezw. zwei reelle oder imaginäre Punkte auf 
einer Coordinatenseite, den Doppelpunkt stets als eine Ecke annehmen, hat 
also die Gleichung des Punktepaares dann in der Form + = 0,4 — = ete. 
und braucht nur analytisch zu prüfen, in welche Zeile diese Gleichungs- 
form gehört. 
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IV. 
Classification der Flächen II. Ordnung. 
(senau nach demselben Prineip wie Tabelle I in Nr. II entsteht die 
Tabelle Ill für die Flächen II. Ordnung 
(1.) f(z a) =f(z, 0% 2 0) = 2a, 0, = 0 (‚k = 1,2, 3,4). 
Hier besteht nun wieder, abgesehen von der Kriterienform, völlige Ueber- 
einstimmung mit der Koehlerschen Tabelle III, falls dort die zweite Colonne 
mit der dritten vertauscht und auf Hessesche Üoordinaten specialisirt wird. 
Den vier die Classification bestimmenden Zahlen e(A),s(A),v (Ay),s(A.) 
entsprechen die vier dem gleichen Zweck dienenden Invarianten 7,1, J,, J, 
bei Herrn Hensel (a. a. O.). 
V. 
Classification der Flächen II. Klasse. 
Die projective Eintheilung der Flächen II. Klasse 


(1.) p(uu) ya wu u) I a,uu = 0 (i,k = 1,2,3,4) 


ist wieder einfach dualistisch aus Tabelle III abzulesen. 

Die weitere affine Eintheilung gründen wir auf das dem in Nr. III 
benutzten genau entsprechende Prineip, d. h. wir benutzen die projective 
Classification des Strahlbüschels II. Ordnung (d. h. der Curve Ill. Klasse) 
in der uneigentlichen Ebene, für dessen Geraden die beiden hindurchgehen- 
den Ebenen von (l.) zusammenfallen. Wir wollen dieses Strahlbüschel 
Il. Ordnung wieder kurz die von (1.) erzeugte uneigentliche Curve nennen. 
Die Linieneoordinaten %,,%,, a, der Strahlen dieses Büschels genügen der 
Gleichung, die durch Annullirung der Diseriminante der quadratischen 
Gleichung in «, 

(1°)  g(u, u, u, u,) 0, +29,(0 m, 0)w+Yp (u wu0) = 0 
entsteht, d. h. der Gleichung 
(2.) 0,9; N) ya; 0) =. 

Ördnet man hier nach «,,%,. , so folgt 
3.) Aa a + As w@+ Sun 5 +2 Arno +2 Ayı % + 2 Ayu2ı u =U\, 
wo 4, die aus 4 == |a,,| dureh Streichung von Zeile ö und Z! und Golonne 
k und m entstehende Subdeterminante II. Grades bedeutet. Gleichung (3.) 


kann daher auch in die Form gesetzt werden: 
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O5, Oy2 Oz O4 05 Yo 
Oz, 033 O3 0:34 03 Y; 


(3*,) | BT) 


u Os Aa Au OD O 


Yyy VVV 


wenn hierin wieder 


2; WY,; 
(4.) — u 
7, Y 
gesetzt wird. 
Bedeutet also 
A, 32 / f 
(9.) A, | I Aus Aa 
AR de / 
so liefern vo (M,) und s(A,) die affıine Classification von (1... Dureh 


Composition der ÜUlassifieationen der beiden quadratischen Formen (1. 
und (3.) erhält man das Gitter, durch Combination der zugehörigen geo- 
metrischen Merkmale die Ausfüllung der Tabelle lV. Hierbei sind wieder 
bloss das Punktepaar auf eigentlicher Geraden und der Doppelpunkt noch 
weiterer Spaltung fähig, die sich durch die Unterscheidung «,, = 0 oder + 0 
unmittelbar vollzieht. 

Hieran knüpfen wir noch folgende Bemerkungen. 

Die quadratische Hülfsform oder Hülfsgleichung (3.) enthüllt sich 
hier dureh die Gleichungsform (3°.)”) für e (4) = OÖ als Gleichung des Tan- 
gentencomplexes von (1.), soweit er, da z,=y,= 0, der uneigentlichen 
Ebene angehört. Diese Gleichung leistet mehr als die Gleichung der zu 


(1.) adjungirten Fläche II. Ordnung. Denn die Gleichung des Tangenten- 


complexes giebt”) bei © (./) = 0 alle Tangenten der Fläche (1.), bei e(-4) = 1 
alle Geraden, die den Kegelschnitt (1.) treffen, bei »(.f 2 alle 


Geraden, die die Gerade des Punktpaares (1.) treffen, und ist erst bei 
v(4A) = 3 identisch erfüllt, während die zu (1.) adjungirte Gleichung bei 
e(A) = 0 die Fläche (1.) selbst giebt, bei #(.f) = 1 die Ebene des Kegel- 


*) S, Clebsch-Lindemann a. a. 0. 
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schnittes (L.) und schon bei »(.f) = 2 identisch erfüllt ist. Hierauf beruht 
der Erfolg unserer Methode. Die durch Gleichung (3.) oder (3°) dar- 
gestellte, von (1.) „erzeugte“ uneigentliche Curve II. Klasse umhüllt also 
bei »(./) = 0 alle uneigentlichen Tangenten der Fläche, sie ist also, wenn 
die Fläche einen nicht entartenden uneigentlichen Schnitt besitzt, eben dieser 
Schnitt, und, wenn die Fläche von der uneigentlichen Ebene berührt wird, 
der Berührungspunkt. Sie ist bei e(/) = 1 das uneigentliche Punktepaar 
des Kegelschnittes (1.), der in eigentlicher Ebene liegt, und besteht für 
einen Kegelschnitt in der uneigentlichen Ebene aus sämmtlichen uneigent- 
lichen Geraden. Sie umhüllt bei e(./) = 2 alle uneigentlichen Geraden, 
die die Gerade des Punktepaares treffen, ist also ein Punkt oder besteht 
aus allen uneigentlichen Geraden. Sie besteht endlich bei vo(# = 3 aus 
sämmtlichen uneigentlichen Geraden. — Diese Betrachtungen können eben- 
falls zur Erzeugung der Tabelle IV dienen. 

Schliesslieh kann die Ausfüllung der Üolonnen # (4) = 1 auch da- 
durch erfolgen, dass jetzt in der haumgeometrie auch die Kenntniss der 
einfachsten Gleichungsformen der Kegelschnitte vorausgesetzt werden darf 
und diese immer in Coordinatenebenen angenommen werden können. Man 
braucht dann nur analytisch zu prüfen, in welche Zeile die betreffende 
Gleichungsform gehört. 


Schlussbemerkung. 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass aus den vorstehenden 
systematischen und in systematischer Weise gewonnenen Kriterien leicht 
andere äquivalente und für den praktischen Gebrauch noch bequemere her- 
geleitet werden können. Mnemotechnischen Ansprüchen dürften freilich 
diese systematischen Tabellen am meisten genügen. 

Will man bei den einzelnen Kategorien der Gebilde II. Ordnung und 
Il. Klasse noch die orthogonal ausgezeichneten hervorheben, d. h. in der 
uneigentlichen Ebene noch den imaginären Kugelkreis berücksichtigen, so 
erscheint wieder die Benutzung eines orthogonalen Hesseschen Systems oder 
eines solehen, bei dem die eigentlichen Seiten des Goordinatendreiecks 
(bezw. -Tetraeders) auf einander senkrecht stehen und nun auch die Ein- 
heitsstreeken auf allen Axen gleich sind, naturgemäss. Die Vervollständigung 
der Ulassifieation nach dieser Richtung werde ich indessen bei anderer Ge- 
legenheit geben. 
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Tabelle 1. 


Classification der Curven II. Ordnung. 
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Tabelle II. 
Classification der Curven II. Klasse. 
(u u) =. 
” 0 1 " i 
Doppel- Jalle Geraden der 
nicht entarte ’unktepaar 
für t entartend Punktepaaı punkt Ehane 
= () 
erzeugt Im -® s(A): 2 ] 9) v (1) 
für a Pier er ; (0) 
— Imaginär reell imazinär reell (reell) 
m. Imaginäre 
> nicht ent- 
2 8 Ellipse 
SB artende 
z po Curve 
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J) 
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Classification der Flächen II. Klasse. 
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Neue Formeln für die Bernoullischen Zahlen. 


(Mittheilung einiger Resultate einer umfangreicheren, in den Schriften der 


Physikalisch-Dekonomischen Gesellschaft zu Königsberg i. Pr. [Jg. XLIV, 1903] 
erscheinenden Arbeit über die ganzen Potenzen der Cotangente und der Üosecante). 


(Von Herrn Louis Saalschütz in Königsberg.) 


Wir verstehen unter « eine positive ganze Zahl und setzen 


ua a ru -u+? ı % i +4 . +6 
(1) cnec"z == Bere rt art hen, 


worin die Indices und die Exponenten anfangs negativ, später positiv sind; 
für « = 1 ist 


2 (2%%-1 1) 
(2.) CH- au (2k)! . B.. 


Aus der ohne Schwierigkeit erweislichen Gleichung 
’ u . d’ cosec“ x 
(3.) u(u+ 1) cosec""" x = u’ cosec" c+ FL 
L 
folgt die Beziehung zwischen den Üoefficienten 
Fu+? Au “u, \$ +1) $ +2 or, 
(4.) Gr G + I Gs+23 
u 1 u(u-+1) 

welche, sei s positiv, Null oder negativ, richtig ist. Für negative Indices, 
die wir als —m bezeichnen, erhalten wir mit Hülfe von (4.), wenn wir 
unter 7, (a,n) die Summe der Combinationen in der %-ten Klasse der Ele- 


l l 1 1 a 
mente —;, aid Garn verstehen, und die Gleichung 
n a en, | 
(9.) P,(a,n) = P,(a,n—2)+ m P,-ı (a, n— 2) 
benutzen, die Formeln: 
[06 1-3. (u—2) ı 
“ —_ (m-—1)! p 1l,u—: ‚erade 
"„= (m-1) 2.4... (ui) In-ı (1,u—2) u und m ungerade, 
(6. ; 
m CH, = (m- Ye u) Pa (2,u—2) u und m gerade. 
| —_m 3-5. (u—|1 . \ A { u V 
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Nehmen wir nun « als ungerade an und vergleichen in der Gleichung 
cosee 2: cosec“ z = cosec“* x 
beiderseits die Coefficienten von x’, so erhalten wir 
u—1 


N 2 
pf x u 1 PR CH +1 
\ ) Be “ u wu—2k—ı —” —) 
RU 


und demnach, wenn wir die Werthe aus (2.) und (6.) substituiren, « = 2m+1 
setzen und die Abkürzung 
(8.) 2 (2°=1_1)B,=B, 
einführen, 
m—1 


9) 2%, 2m-1)B.)+1=(; 


I 


2.4... (2m) ) A 

3. (2m—1)/ 2m+]1 

Diese Gleichung ist eine Recursionsformel zwischen den Bernoullischen 
Zahlen, und sie scheint dem Verf. deshalb von einigem Interesse zu sein, 
weil sie von denen, in welchen diese Zahlen linear auftreten, soweit ihm 
bekannt, die erste ist, worin die Bernoullischen Zahlen sämmtlich positive 
Coeffieienten haben, deren linke Seite also aus lauter positiven Gliedern besteht. 

Wir können aus ihr „verkürzte Reeursionsformeln“ zwischen B,, und 
beliebig vielen ihr vorangehenden Bernoullischen Zahlen ableiten”), deren 
linke Seite den gleichen Charakter hat, während die Glieder der rechten 
Seite abwechselnde Vorzeichen besitzen, und deren Grenzfall eine independente 
Darstellung von B,, bildet. 

Zu diesem Zweck setzen wir in (9.) m—1 statt m und ziehen die 
entstehende Gleichung von (9.) ab, wobei (5.) zur Anwendung gelangt, 
und die Gleichung mit (2m—1)’ multiplieirt wird. In dieser Art operiren 
wir weiter, wodureh die linke Seite sich um je ein Glied verkürzt. Werden 
nun rechts die gleichen Operationen wie links ausgeführt, so erhalten 
wir folgende Formel zwischen den Zahlen B,,B,_..B,_.....,B, und somit 


zwischen den Bernoullischen Zahlen B,,B,._1, Bu: ---, B.: 
= #,.-,-(1,2m—2r—1)B,_, 
| 10.) | Y < - 9 9 
38 ( 2.4..-(2m—2r) ) 3 ( 1): (1.3.5. -(2r—2k—1))’0,(2°, (2r—2k)'), 
 \1-3-.-(2m —2r—1)/ 2m—2k+1 





*) Recursionsformeln zwischen beliebig vielen Bernoullischen Zahlen, aber von 
anderem Charakter, sind zuerst von Herrn Haussner aufgestellt worden. (Zur Theorie 
der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. Nachrichten der Königl. Ges. d. Wissensch. 
zu Göttingen 27. Decbr. 1893.) 
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darin bedeutet ©, (2°, (2r)‘) die Summe der Combinationen mit Wiederholungen 
der Elemente 2°, 4°, 6‘,..., (2n)’; ebenso soll später ©, (1’,»’) diejenige der 
Elemente 1°, 2°, 3°, ...,n° bezeichnen, sodass im Besonderen 

0, (2°, 2°) = 2”, 1, N) = 1; 002, (20)) = C,(1’,w’) = 1 
ist. 

Die Gleichung (10.) gilt auch noch für r = m, was allerdings eines 
besonderen Beweises bedarf, und giebt dann die independente Darstellung 
mi ar (13-5... (2m —2k—1))’ C; (1°, (m 

(11.) B.. a - ke 12 > Zm+1—2k 
Hieraus folgt mit Hülfe einiger zahlentheoretischer Betrachtungen * 
ein dem ®. Staudtschen 'Theorem analoger Satz für B,, nämlich: 
Der Cosecanten-Coeffieient B,, ist gleich einer ganzen Zahl, vermehrt 
oder vermindert, je nachdem m ungerade oder gerade ist, um die Summe 
der reciproken Werthe aller ungeraden Staudtschen Primzahlen für 2m. 


*) darunter des Satzes: Wenn 2r-+1=p eine Primzahl ist, so ist die Summe 
der Combinationen mit Wiederholungen in der g-ten Klasse der Elemente 1°, 2°, 3°, ..., r? 
congruent 1 oder OÖ für den Modul p, je nachdem q ein ganzes Vielfaches von r ist, 
oder nicht. 











Angenäherte Auflösung von Congruenzen 
nach Primmodulsystemen in Zusammenhang 


mit den Einheiten gewisser Körper. 
(Von Herrn H. Kühne in Dortmund.) 


Aus dem Integritätsbereich der rn Unbestimmten z,,...,x, sei das 
Modulsystem 


P= (pP; fi (2), (&2; c); fa (2,5 Lo T,-1)) 


von folgender Eigenschaft entnommen: p ist eine ungerade Primzahl, f, (=,) 
ist nach p irredueibel, f, als Function von x, betrachtet (modd p,fı (z,)) 
irredueibel u.s. w. Jedes f, muss r,, kann x, (!< A) und darf nicht x, (1 > %) 
enthalten. Ein solches System ist ein Primmodulsystem”). Ich betrachte 
alle Grössen des Integritätsbereiches nur modd ? und nenne den dadurch 
bestimmten Bereich ®. Die Anzahl der Grössen des Bereichs ®B ist be- 
schränkt, und zwar ist sie qg = p""""", wenn m,,... die Grade in den 
Funetionen f sind. 

Dem Bereich Bd werde eine neue Unbestimmte x adjungirt: es ent- 
stehe ein Bereich B. Er umfasst alle rationalen Funetionen von x, deren 
Coeffieienten dem Bereich ® angehören. Die Grössen von B denken wir 


uns nach fallenden Potenzen von x geordnet: 
a = Q, a“ + Nu "äh + ee 


Für den Grad « von a soll ein neues Zeichen eingeführt werden, nämlich 
= Gra. Für alle ganzen Grössen a ist « eine positive ganze Zahl. 
Gr genügt, wie ersichtlich, der Functionalgleichung Gr (ab) = Gra+Grb. 


*) Dieses Journal Bd. 124 S. 121ff. 
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Diese rechtfertigt es, wenn wir unter dem Grade einer gebrochenen Grösse 


ER in ö . u i 
e=7 die Differenz @r a—Gr b verstehen. Die Function @r kann also jetzt 


alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe annehmen, 
Hat eine gebrochene Grösse des Bereichs B die Gestalt 
art... tur ta af te. ta 


r? 
so kann sie auch 


1,2 tra ‚at e+a ‚a? 
geschrieben werden, und ihr Grad ist «. Eine derartige gebrochene Grösse 
erinnert an die Decimalzahlen des gewöhnlichen Zahlenrechnens. Wenn 
eine gebrochene Grösse des Bereichs B sich so darstellen lässt, so soll sie 
eine decimale heissen. 


$(r) ke 


ı (x) 
Nenners kann durch geeignetes Erweitern des Bruches immer zu 1 gemacht 


Es sei a = ine deeimale Grösse. Der erste Üoeffieient des 


werden. Dann kann man die Division p:w formal ausführen und gelangt 
zu einer Entwickelung 7 (x), die nach fallenden Potenzen von x fortschreitet, 
und einem Rest 9 (ir), dessen Grad so gross negativ gewählt werden kann, 
wie man will. Wir wollen sagen: @r 9 sei beliebig tief. ItG@ry= P,Grvw=y, 
so it (ry = Gra= P—y=a, und es wird 


3 a | ! | - ) ; ; 
+, Futter ut ta, a4, 


‘ 


Ill 


@ :E 


wobei Gr 2 <—w gemacht werden kann. So ergiebt sich der Satz: 
Durch Subtraction einer Grösse von beliebig tiefem Grade lässt sich 
jede gebrochene Grösse des Bereichs B in eine decimale verwandeln. 


rewöhnliehen 


In Uebereinstimmung mit der Ausdrucksweise des g 


Zahlenrechnens sagen wir: 

Die decimale Grösse z ist eine Annäherung an die Grösse a. Noch 
deutlicher wird die Aehnlichkeit der eben abgeleiteten Entwiekelung mit 
den gewöhnlichen deeimalen Zahlen, wenn man auf den Fall ?P=p = einer 
Primzahl unter 10 sich beschränkt und 

axz’+bxr”"+.. einfach abc 
schreibt, z. B. bedeuten mod 5 

121, 1,43, 0,013 
die Grössen z+2c+1, 1442" +32, a +38 
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2. 


Es sei 


F(y) = y"+a, y“ "+ +a, 


eine im Bereich B irredueible Funetion, deren Coeffieienten ganze Grössen 
von B sind. Ferner existire eine ganze Zahl 7 von der Art, dass 


ka (k>0,...,u; .=Gra,) 


ist, und dass in dieser Reihe mindestens einmal das Gleichheitszeichen gilt. 
Nun setze ich 
y=tz, 
so wird 
F= a" #4. ta, a ze 

= [2 +. ta, 207 Br] 

= ce" G(2), 
und dabei ist 

Gr (ac) =, —InZ0; 

d.h. die Coeffieienten in @ sind deeimale Grössen und höchstens vom 
Grade 0. Nun werde @(z) nach fallenden Potenzen von x geordnet, dann 
ist die höchste vorkommende Potenz die 0-te, &(z) sei der Factor von «', 
dann enthält &(z) das Glied =“ und hat als Coefficienten der übrigen 
Potenzen von z Grössen des Bereichs 9. ©&(z) werde nun im Bereich B 
in theilerfremde Factoren zerlegt: 


&() — 6.) G.)... 6,@); 
jedes ®,(z) ist im Bereich ® also entweder irreducibel oder eine Potenz 
einer irredueibelen Funetion. Fasst man die Factoren in irgend einer Weise 
in zwei Gruppen zusammen, so kann man schreiben 

G — HR. 

Da 9 und 8 nach P theilerfremd sind, giebt es zwei Grössen 9,St, die 
der Bedingung 
$ KHES —- 1 


© 


I 


genügen. 
Es bedeute jetzt & wieder eine Function von z, deren Coefficienten 
dem Bereich ® angehören, und & sei in z von geringerem als dem u-ten 
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Grade. Die Grade von 9 und ft in z seien o und o, so ist 0+0 = u und 
damit 0,0 <= u-—1l. Nun sei ferner 
HT=EXH+HH, KTEARK+E, 
wobei die Grade von 9 und $’ in z bezüglich kleiner als og oder o sein 
sollen. Dann folgt 
HM HR+HSRKHMH ER. 
Die Grade von LH, HR, sind < u; HN hat aber den Grad u, also muss 
+) = 0 
sein, und wir erhalten den Satz: 
Zu jeder Grösse %(z) giebt es zwei Grössen 9 und it, 
die der Bedingung 
KY HH > 
genügen. 


Nun war 
G = +2" + $ +. 
Wir bestimmen 9 und & so, dass das Produet 
(Ha 9) (AH) 
mit @ übereinstimmt. Das erfordert die Congruenz 
KIHHK EN, 


die, wie eben gezeigt, immer zu lösen möglich ist, da der Grad von © in 


bis zur Potenz x” 


» < u ist. 
Weiter bestimmen wir zwei Grössen 9, so, dass das Produet 


ra HH HN) RHETHET N) 


bis zur Potenz x’ mit @ übereinstimmt. Dazu ist nöthig, dass 


KH" +HR" = E'- HR 
ist, und das ist immer möglich, da die Grade von 9° und ft kleiner als o 
und o sind, also der Grad von SR’ <- u ist. Die Grade von 9’ und & 
werden wieder <o, o. 
So fahren wir fort und gelangen zu dem Ergebniss: 
Man kann zwei Functionen 
H Hte’HsteH Hr, 
K=g+2'"Ne tes + 
so bestimmen, dass ihr Produet bis zu einer beliebig tiefen Potenz 
x“ mit @ übereinstimmt. 
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Zerlegen wir H und K in derselben Weise weiter, so erhalten wir 
den Satz: 
Sieht man von einer Funetion 2 von beliebig tiefem Grade 
ab, so kann @ in ein Product von m Factoren 


G,...@ 


zerlegt werden. { 
Ist der Grad von ©, in z gleich «,, so ist auch der Grad von @, in 
z gleich «. Nun multiplieire man @ mit x“”, oder was dasselbe ist, jedes 
G, mit x“ und setze 3 = ya’; dann ergiebt sich: 
Sieht man von einer Grösse f(2 von beliebig tiefem Grade 
ab, so kann 
F=F,..F 


1 


gesetzt werden. Die Anzahl m ist die Anzahl der theilerfremden 
Factoren, in die & zerlegt werden konnte. 

Diese Darstellung enthält eine angenäherte Zerlegung von F in 
Factoren und entsprieht der Zerlegung einer ganzen Function mit Zahlen- 
coefficienten in reelle Factoren ersten und zweiten Grades. Wenn eines 
der &, eine Potenz einer irredueiblen Function des Bereichs [B, 3] ist, so 
kann mitunter die Zerlegung von G, nach einem besonderen Verfahren noch 
bewirkt werden. Auch braucht dann die eingangs angegebene Einschränkung, 
die in der Existenz der Zahl n liegt, nicht gemacht zu werden. Doch führt 
die Betrachtung dieses Falles an sich und auch für das Folgende zu er- 
heblichen Weitläufigkeiten, sodass ich mir seine Behandlung für die Zukunft 
verspare. Im Folgenden werde ich mich sogar auf den Fall beschränken, 
dass jedes ©, selbst irredueibel ist und dass die Anzahl der ©, mindestens 
2 beträgt. 

Ein Beispiel für die Zerlegung möge diesen Abschnitt schliessen. 

Es sei P=5; ferner werde die am Schlusse des ersten Abschnittes 
erwähnte Schreibweise durchgeführt. Es sei 

F == y’+444y-+444, 


ausgeschrieben 


y+(4a’+42+4)y+(dr’+4c+4), 
die vorgelegte irreducible Funetion. Dann ist die Zahl „= 1 und 


F x @G x’ [2°+4,443+0,444], 


< 
2 
8 
R 
14 
4 
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also 
3 

G = 2’+43 = 3 (z+1)(3+4). 

Nach Ausführung der angegebenen Operationen wird bis auf eine Grösse £2 

vom —7-ten Grade 


und dabei 
F, y+ 1,014 3040, 
F, = y+10,021 4433, 
F, = y+44,020 3132. 


3. 

Durch die Congruenz F(y) :0 wird im Bereich B ein Körper Y 
gebildet, für den sich dieselben Ueberlegungen anstellen lassen wie für die 
gewöhnlichen algebraischen Zahlkörper. Man kann also eine Basis DB, ... BD, 
des Körpers Y angeben, vermöge deren sich alle ganzen Grössen C des 
Körpers linear ausdrücken lassen: 


C kB, +" +k,B,; 


> 


dabei sind die k ganze (Grössen des Bereichs B. Die Grössen B,....,D, 
lassen sich durch die Potenzen von y ausdrücken: 


> l u—!1l ı \ 
b; b (bu Y +++b,.-1)- 


ler sind wi di anze (srössen des Bereichs nd der Nenner 5b 
Hier sind wieder die b ganze Grössen des Bereichs B, und der N { 
ist die Diseriminante von F oder einer ihrer Thheiler. € erhält dann die 
Darstellung 


ve] 


Et trans 
wobei nun allerdings die ce auch gebrochene Grössen des Bereichs B sein 
können. Unter der Norm » (C) verstehen wir die Resultante*) zwischen F 
und C, also 

n (©) = R(F(y),C (y))- 
Dann ist » (C) immer eine ganze Grösse des Bereichs BZ. Es sei 


Grn(C) = v. 





*) Netto, Algebra 12, Vorlesung. Gl. 4 u. 8. 
Journal für Mathematik Bd. CXXVl. Heft 2. 
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Wir betrachten von nun an nur solche Functionen F, zu denen mindestens 
2 theilerfremde und im Bereich D irreducible Functionen ©, gehören. Ferner 
wählen wir den Grad & hinreichend tief, sodass der Rest (2 bei der 
Zerlegung 
F=F,F,..F 


- m 


, 


immer vernachlässigt werden darf. m ist also — 2,0 sei eine der Zahlen 
l,...,m und der Grad von F, in y sei «,. Jedes F, hat als Coefficienten 
der Potenzen von y decimale Grössen des Bereiehs B. Nun bilden wir 
zwischen © und den sämmtlichen F, die Resultanten. Da die F, angenähert 
als T'heiler von F bezeichnet werden können, sollen diese Resultanten die 
Theilnormen von C heissen. Es ist also 
n,(C) = R(F,(y), CW); 
und es sei 
Grn,(C) = v,. 

Die n, sind im allgemeinen deeimale Grössen des Bereichs B, sodass die v, 
auch negative ganze Zahlen sein können. Wenn aber auch » (C) nur bis 
auf eine Grösse (2 mit dem Produet 7/7 r, (C) übereinstimmt, ist doch stets 


[2 
S 


zEv,=V. 


Ersetzen wir nun y durch =” z, so gehe F(y) in F(z),F,(y) in 


F,(2), C(y) in C(z) über, und dann ist 
n (0) = R(F (y),Cy)) = ae. R(F (@),C@)), 
n,(O) = R(R,),CQ)) = ze reR(F,@),C)) 


Werden die Grössen nach fallenden Potenzen von x geordnet, so kann 
man schreiben: 


FG)=a" © (tr, 

F,(2) = a", ($)+-, 

C(@)=xe* 6 (d)+--. 
C(y) und 6 (z) müssen zur formalen Bildung der Resultante in y und z 
als vom Grade «—1 angesehen werden. Demnach beginnen die Ent- 
wiekelungen von » (C) und n,(C) mit 


u Da (gunya-i (2°)” R (& (3), C(3)) 


| 


BR? 
a a nit 
Be Ra a a a af * EN: ur u la el Enz il „m 
ee ee ARE 
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und g 
ru, (z#e”)# (z°)”e R (©, (2), 0 (z)) 
oder mit h 
x" R(®,6) 
und 
2 R(®,, 6). 


Es ist nun möglich, dass die höchsten Potenzen in einigen der n, oder in n 
verschwinden; das kann aber nicht bei allen », der Fall sein, weil ja & (z 
höchstens bis zum Grade «—1 ansteigt und demnach nicht alle irredueiblen 
&, als T’heiler enthalten kann, denn nur in diesem Falle verschwindet ja 
die Resultante zwischen ©, und &. 

Ueberschreiten also sämmtliche », nicht einen bestimmten Grad, so 
muss die Grösse © auch unterhalb einer bestimmten Zahl bleiben, und damit 
dürfen auch die Coordinaten % von C einen bestimmten Grad nicht über- 
schreiten. Dann giebt es aber nur eine endliche Anzahl von möglichen 
Systemen der A. 

Somit haben wir den Satz: 

Es giebt nur eine endliche Anzahl von Grössen C, deren Theilnormen- 
grade eine gewisse obere endliche Grenze nicht überschreiten. 


4. 
Aus dem vorigen Abschnitt folgt leicht, dass für jede Grösse C 


9 5 9 


ist. Die Theilnormen können aber auch in folgender Weise gebildet werden. 
Man redueire C == o,y”"+--+e,mod F,(y), so bleibt ein Rest 


C, (y) eye + +0,,-: 
übrig. Und dann ist auch 


n,(C) R(F, (y),C@Yy) = R(F,(y),C,(y)) = x "ee" R(F,(z), C,(2)), 


Oo \ 
s 


und dabei wieder 


C, (2) . C, (2"2) Pr) C,0 re te+6,,, -1° 


Es sei C, nach fallenden Potenzen von x geordnet = a E,(2)+--, und Z 
sei die grösste unter den Zahlen £,. Dann ist nach der Schlussweise des 
vorigen Abschnitts sicher ein v, = u,S'. Für dieses oe kann E, nicht ver- 


15* 
























110 Kühne, angenäherte Auflösung von Congruenzen nach Primmodulsystemen. 


schwinden, also darf auch @ nieht durch ©, theilbar sein. Redueirt man 
nämlich C == 2° [&-+---] durch F, = x" [&, +27 &,+---], so ist zu setzen 
&,.. -2"&,— +, und wenn 6 == &,9+6, ist, so folgt dann 
= [+2 ...). 
Also muss Ü =[ sein. 
Die Zahl © bedeutete nun den höchsten Grad in den Coefficienten €. 


. = _ > b; Ä . 
is möge GrkZz sein, ferner Gr , = ?, dann ist 


Gr, = 2+P 
und 
ars Z—2+Pß+(u—]1)n, 
also wird 
G= z+ß+(u-1)n. 


Setzen wir noch die nur vom Körper und der gewählten Basis ab- 
.. .. r ’ 
hängige Zahl 


(u-l)n+P=y, 


so gelten also die 3 Ungleichungen 


(1.) vZu(y+z), 
(2.) v, u, (+2), 
(3.) Gre,Sy+t2. 

5.°) 


Wir theilen jetzt die m Factoren F,,..., F, in zwei Gruppen, die 
durch die Zeiger o und r gekennzeichnet werden sollen, während die 
Marke go nach wie vor für alle F gilt. In der ersten Gruppe giebt es 
r= yu, (Grössen ©,, von denen keine den Grad 7+x übersteigt. Diese 


r (Grössen seien in irgend einer Reihenfolge mit w,,..., w, bezeichnet. Zu 
jeder Grösse C des Körpers gehört also ein System von Grössen w. Die w 
eehören dem Bereich B an und sollen als decimale Grössen geschrieben 
sein, Uebersteigen die Coordinaten k von C nicht den Grad z, so giebt 
es nur g**"“ mögliche Werthe von C, da jede Coordinate k nur g**' Werthe 


*) Man vgl. für das Folgende Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 


1879. 8. 59. 


5 FREE 5 ya 2 Fe Fe 
OF ROE NET RE LR NR EA ERBE RR N; 
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annehmen kann. Es giebt also auch höchstens g'**"* verschiedene Systeme w. 
Nehmen wir den höchsten Grad y+z als vorhanden an, und betrachten wir 
nur die A ersten Coefficienten der nach fallenden Potenzen von z als 
decimale Grössen geschriebenen £,, so ergeben diese Üoeffieienten für 
ein » q* mögliche Zusammenstellungen, also giebt es für alle Systeme w 
nur g” mögliche Zusammenstellungen der 4 ersten Coeffieienten. Unter den 
vorhandenen g”*"“ Systemen w müssen also mindestens 2 dieselben A ersten 
Coefficienten haben, sobald 


(«+1)u - ir 


q >29 
ist. Das kann aber immer erreicht werden, sobald die Zahl A der Be- 
dingung 
(z+l)u>Ar> zu 


gemäss bestimmt wird, und das ist stets möglich, da 


«+1l)u zu l 


r ” 


->1 


r 
ist. 

Diese beiden Systeme » mögen mit »’ und w" bezeichnet werden. 
Zu ihnen gehören die Grössen C’ und C”. Die Differenz C’—C" gehört 
ebenfalls zu den Grössen C, deren Coordinaten den Grad z nicht übersteigen, 
Zu ihr gehört das System »’—w”, und in diesem System erreichen die 
einzelnen Grössen höchstens den Grad +z2—4. Also ist: 


daraus 


. HueN\ 
Vo nn u, (7 + v4 2 de r J 


5 RER. 
x u,(25 hu ), 
also erst recht 
(4.) v,<2yr—xz(u-—r). 


Ferner ist 












112 Kühne, angenäherte Auflösung von Congruenzen nach Primmodulsystemen. 


E 
E. 
Ei» 
# 
R: 
& 
3 
i 
E 
% 
1 
3 
hr 


Hieraus und aus der Ungleichung (2.) folgt: 
I Es ‘ Re un ea 
v=ZvHt2r, <r(2y- x )+lu r)(y+x) 

<y(u+r), 


(5.) v< 2uy. 


Weiter ist stets v — 0, also 


\ er Ku 
2, >- Er, >-r(2y+z-°%) 
OÖ 


T 
Wird eines der Elemente 7 herausgegriffen und die Summe der übrigen 
durch einen Strich gekennzeichnet, so erhält man: 


x u. 
v, >-—r (2y+2- #)-Er, 


>. -r(2y+2-"")-(7+ z) (u—r—]), 
(6.) v, >z-Y (u+r-]). 


Somit erhalten wir: 
Unter den Grössen C des Körpers, deren Coordinaten den 
Grad z nicht übersteigen, giebt es immer eine, für die die Theil- 
normengrade der ersten Gruppe 
(4.) v,<2yr—z(u-—r), 
die Theilnormengrade der zweiten Gruppe 
(6.) v, >z-y(u+r-]) 
sind, während der Normengrad von C selbst 
(9.) v< 2uy 
bleibt, wobei y nur vom Körper abhängt. 
Wählt man nun zwei beliebige Zahlen « und 5, so kann stets 
so bestimmt werden, dass 


2yr—x (u—r)<o0 
und 
z—y (u+r-l)>P 


wird. Demnach haben wir den wichtigen Satz: 


Es giebt stels eine Grösse © des Körpers, für die die Zahlen v,< « 
und die Zahlen v, — P sind und absolut v < 2 uy bleibt, wobei « und % (@ <- P) 
ganz beliebige positive und negative ganze Zahlen sein können. 


Ber ci 
“ ER u 
RENTEN 
ER a RE EURE 
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6. 
Es sei €, so beschaffen, dass v, (CO) <a, »v, (C)>P, v(C)< 2uy 


ist; der kleinste Werth aller »,(C,) sei «,, der grösste Werth aller »v, (C,) 
sei ?,. Dann giebt es nach dem Satz der vorigen Nummer stets eine 
Grösse C, von der Beschaffenheit, dass 
v,(0) < 0, v.,(G)>P,, v (C,) < 2uy 
ist. So giebt es also eine nie abreissende Kette von Grössen C,, C,, C,,..., 
bei denen die T'heilnormengrade der ersten Gruppe immer tiefer sinken, 
die T'heilnormengrade der zweiten Gruppe immer höher steigen, während 
jedoch der Normengrad selbst zwischen 0 und 2uy bleibt. Da es nur 
eine endliche Anzahl von Normen geben kann, deren Grad unter 2 u liegt, 
so müssen unendlich viele der © dieselbe Norm » haben, und da die Anzahl 
der nach » incongruenten Zahlen endlich ist, so müssen unendlich viele 
unter den C einander nach » congruent sein. So sei z. B. 
C' == C (mod n). 
Da nun z» durch C” theilbar ist, so ist auch € == 0(C”), also ist 
C=LC’E, 

wobei unter E eine Einheit verstanden wird, d. h. eine Grösse des Körpers, 
deren Normengrad V ist. 

Da ferner 

n,(C) == n,(C’)n,(E), 
also 
v,„(C)=»v,(C’)+rv,(E) 
ist, so folgt aus 
v,(CÜ)>vr,(C"), v, V<rv,(C"), 
dass 
v,(E) >VO, v,(E) < 0 

sein muss. D.h.: 

Es giebt im Körper eine Einheit von der Art, dass die Theilnormen- 
grade der ersten Gruppe über VO, die Thheilnormengrade der zweiten Gruppe 
unter U liegen. 


7. 
Es seien E,,E,,..., E,,... Einheiten, ihre zugehörigen Normengrade 
Yzıs Yzay ee, 9, dann ist immer 
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Bildet man aus den Zahlen v» die m-zeilige Matrix (v,,), so verschwinden 
alle Determinanten m-ter Ordnung. Nun lassen sich m—1 Einheiten so 
wählen, dass die Determinante 


A = v.| (A,s=1,..,m-—1) 


von O0 verschieden und positiv ausfällt. Wir übergehen den Beweis, da er 
sich in nichts von dem entsprechenden Dirichlets”) unterscheidet. Diese 
m—1 Einheiten E,,..., E,-ı bilden ein System unabhängiger Einheiten. 
Alle Einheiten 
BEin. 
wobei die p ganze Zahlen sind, bilden eine Gruppe S, und es ist 
v, (E) ZSPpı Vi. 
A 


Nun sei E’ irgend eine dem System S nicht angehörige Einheit mit den 
he) oO oO 
T'heilnormengraden v, (E’). Dann lassen sich aus den linearen Gleichungen 


”: & V; . v, ( v), 
4 


ganze oder gebrochene Zahlen 8 bestimmen, die das Exponentensystem der 
Einheit E' in Bezug auf die unabhängigen Einheiten E,,..., E„-ı heissen 
sollen. Man kann 

,=p+6 
setzen, wobei p, eine ganze Zahl oder O0 und &, ein positiver echter Bruch 
ist. Dann gehören zur Einheit 


E = E E ... | Alk 


m—l 
die Exponenten & ... &,_,, und es ist 


B; €, Vis . v, (E). 
fi 


Eine Einheit, deren Exponenten positive echte Brüche sind, soll 
reducirt in Bezug auf das System S heissen. Es kann nur eine endliche 
Anzahl redueirter Einheiten geben; denn lässt man die e alle möglichen 
Werthe zwischen O0 und 1 durchlaufen, so werden die Ausdrücke 


= 8, Vıs 
) 


bestimmte endliehe Werthe nicht überschreiten. Also bleiben die sämmt- 


*, 2.2.0. 8. 562. 
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lichen Theilnormengrade der redueirten Einheiten unter einer gewissen 
endlichen Grenze und demnach ist auf Grund des Satzes der No. 3 die 
Anzahl der redueirten Einheiten endlich. 

Folgt man weiter dem Dirichletschen Gedankengang, so schliesst 
man auf die Existenz eines Systems von Fundamentaleinheiten, für die die 
Determinante f ein Minimum ist, und für das alle redueirten Einheiten die 
Exponenten 0 haben. Diese erweisen sich weiter als Einheitswurzeln, d. h. 
als Wurzeln einer Congruenz E’ = 1. Zu ihnen gehören auch die sämmt- 
lichen Grössen des Bereichs ®. 

Somit haben wir als Verallgemeinerung des wichtigen Dirichletschen 
Satzes: 

Hat die den Körper Y im Bereich B bestimmende Function F (y) die 
Eigenschaft, durch eine Transformation y = x" z in =" SG (2) + ax" "5 (z)+--- 


überzugehen, wobei $(z) in m irreducible und verschiedene Factoren mod P 


m 


darstellen, wobei W eine der nur in endlicher Anzahl vorhandenen Einheits- 
wurzeln ist, die der Körper enthält, und E,,..., E,_, ein System fundamentaler 
Einheiten bilden. Die p sind dabei ganze Zahlen. 

Die in No. 2 betrachtete Function F = y’+444 y+444 (5) möge 
auch hier als Beispiel dienen. Ihre Diseriminante ist D(F) 12. 14. 111°. 
Eine Basis des Körpers bilden 1, y, y’; das b der allgemeinen Entwiekelung 
ist also = 1; #%=0. Ein Fundamentalsystem bilden die Einheiten 


zerfällt, dann lässt sich jede Einheit des Körpers in der Form WE, ... E}";' 


E, =y+Hl, Y; y+10. 

Ferner ist 
2. v, (E,), v, (E;) Ip Pan —2, 1 ap 
n(E),n(E)| |v,9m| | +: | 


DV 


Die redueirten Einheiten sind 1, 2, 3, 4. 


Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 2. 
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Sur la convergence des formules d’interpolation 
de Lagrange, de Gauss, etc. 


(par M. F. Gomes Teixeira a Porto, Portugal.) 


1. Si l’on eonnait les valeurs que prend une fonetion f(x) quand 
on donne A x les valeurs a,,@,,...,a,, on peut former, au moyen de la 
formule d’interpolation de Lagrange, une fonetion entiere de x qui ait ces 
m&mes valeurs-la dans les points @,,@,,...,a,. Nous allons nous oceuper 
dans la premiere partie de ce travail de l’etude des conditions pour que 
cette fonetion tende vers f(x), quand m tend vers l’infini. 

Cette question a &t@ consideree par Hermite dans un travail important, 
publi& dans ce journal (tome 84, 1878), ot l’&Eminent geometre a presente 
une expression, au moyen d’une integrale ceurviligne, du reste de la formule 
de Lagrange, qui l’a conduit & une suite d’inegalites qui sont des conditions 
suffisantes pour cette eonvergence. Mais ces conditions ne sont pas necessaires 
pour que la fonetion determinee par cette formule-la tende vers f(x), 
pour m = x; et, par consequent, lV’etude directe du reste, quand elle est 
possible, peut conduire A des resultats que les inegalites de Hermite ne 
donnent pas. Ü’est ce qui arrive, quand a,, 4,,4a,,... repr@sentent le systeme 
des valeurs 


rt 


on (Zn— 1) 


h c08 -—, hcos 
 ? , EB, >n I 


2n 


dont limportance dans cette question r&sulte d’un theor&me de Tehebicheff 
bien eonnu. En etudiant direetement, dans ce cas, le reste de la formule 
rapportee nous avons obtenu les theor&mes Enoncees dans les n° 6 et 7, qui 
eontiennent comme cas tr&es partieulier celui qu’on a tire dans le n°5 des 


inegalites de Hermite. 


RER REREERREREN 
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Un autre cas, plus general que le preeedent, dans lequel l’etude de 
la convergence de la formule d’interpolation de Lagrange nous parait 
offrir quelque interet est quand a,,@a,, a;,... representent des nombres reels, 
deux & deux Egaux et de signes eontraires, Nous le eonsiderons dans len’ 10. 

Dans la seconde partie de ce travail nous &tudions, en nous placant 
dans le m@me point de vue, les formules d’interpolation trigonometriques, 
en eonsiderant une formule donnde par Gauss dans son beau et important 
me&moire sur linterpolation (Theoria interpolationis methodo nova tractata; 
Werke, t. Ill, p. 265), une formule analogue indiqude par Hermite dans 
son Cours d’ Analyse de l’Ecole Polytechnique (p. 331), ete. Apres quelques 
remarques generales, nous considerons, en partieulier, les fonetions p£rio- 
diques, en supposant premierement que a,,@,, 4,,... soient des nombres rdels 
arbitraires, et ensuite qu'ils soient des racines de l’@quation cosnz = 0 ou 
sinne =. 

Dans ces &tudes repr&sentent un röle fondamental les eourbes definies 
par l’equation |sin(e-a)| = ec, que nous avons &tudices dans un me&mboire 
publie dans ce journal (t. 116, p. 14), auquel le present travail est lie par 
plus d’un rapport. Et, par cela, nous profiterons de cette occasion pour 
joindre quelques formules a celles y indiquees. 


I. 
Sur la convergence de la formule d’interpolation de Lagrange. 
2. Soit f(z) une fonction holomorphe dans laire limitde par un 
contour A et designons par X, a,,@,...,a, les affixes de m+1 points ä 
l’interieur de A. En appliquant & l’integrale 


dz 


1 » f(z — a)" (2 — a,) ...(2— a,)* 
(1.) R(e) = 5; / f(2) (c—a,) ee 2) | (—a 
Sin, (z— x) (3 — a)" (z—.a,)? ... (<— Q,) 
le th&or&me fondamental de la theorie des residus, Hermite a obtenu, dans 
un article publi& dans ce journal (tome 84, 1878), la formule suivante: 
(2.) f(x) = O(a)+R(e), 
ou Oz) represente une fonction entiere de x, qui satisfait aux conditions 
suivantes: 
9(a,) = f(a), 9a) = f'(a), ...,. 0" (a) = fe” (a), 


3) | 9@) = 1a), 9(@) = @), .., (m) = fa), 





0) (a) un [ (a,), 0 (a,) en P (a), ”.. ae (q,,) _ pr w (G,,)- 
16* 
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De eette formule il resulte que Oz) tend vers f(x), quand tous ou 
quelques-uns des nombres m, a, ß, ..., 4 tendent vers l’infini, si la plus grande 
valeur que prend l’expression 
an 2, en ’ Jö 4 
Kal ara 
lorsque z deerit le contour A, tend vers zero. Cette condition est remplie, comme 
a remarque l’Eminent geometre, quand on a, pour tout point z du contour, 


| | 
z—a z—a, z—a,| 

(4.) | Lies, |<e, ice, 
ı3—a, 2—q, | 2—a, 


e Ctant une quantite arbitraire, inferieure & l’unite. 

Si, etant donne le contour A, on veut chercher l’ensemble des valeurs 
qu’on doit donner A x pour que O(x) tende vers f(x), ou au moins une 
partie de cet ensemble, on a besoin d’employer ordinairement les inegalites (4.) 
a cause de la diffieulte de V’etude direete de la condition generale; mais 
on doit recourir & cette condition toutes les fois que ce soit possible, parce 
quelle peut mener A des consequences qui ne resultent pas de ces inegalites. 
Nous allons etudier un cas important ol cette eirconstance a lieu. 

3. Dans l’etude que nous allons faire nous aurons besoin de con- 
sil@erer la courbe representee par l’Equation |cosz| = c, ou sin (5-3) = 6, 
e etant une constante donnee; or cette courbe ne differe que par sa position 
dans le plan de celle dont l’&quation est |sin 3| = c, &tudide par nous-möme 
dans un travail publi€ dans le tome 116 (page 14) de ce journal, ot nous 
avons demontre que, si lon a e=1, cette &quation represente une courbe 
composee d’un nombre infini d’ovales egaux, dont les centres sont les points 
(0,0), (+7,0), (+2n,0),... et dont les axes sont egaux A 2aresince et 
2log (e+Ve’+1); et que, si l’ona ce>1, elle represente une courbe composee 
de deux branches, syme&triquement plac&es chacune de son cöte de l’axe 
des abseisses, qui s’etendent jusqu’a linfini dans le sens des abseisses 
positives et dans celui des negatives, en faisant une serie d’ondulations 
d’amplitude Eegale A z, et dans lesquelles l’ordonnee prend une valeur 
absolue maximum, &gale & log(c+Ye’+1), dans les points ol les valeurs 
de lV’abseisse sont 0, +7, +2n,..., et une valeur absolue minimum, &gale 
a log (e+Ve’—1), dans les points ol les valeurs de l’abscisse sont 


1 B) 
zn: taA,o 
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La courbe repr&esentee par V’&quation |cos3| = e est done aussi composcde, 
lorsque e<1, d’un nombre infini d’ovales &gaux, dont les centres sont les 


a 7U I7t 5» , A 
points (+ 5 0), (+ 5 ‚v), (+ Er, Fe et dont les axes sont egaux A 


aresine et 2log (c+Ye’+1); et, lorsque e >1, de deux branches symetriques 
par rapport a l’axe des abseisses, qui s’etendent jusqu’ä Vinfini, en faisant 
une serie d’ondulations d’amplitude &gale A n, et dans lesquelles l’ordonnde 
prend une valeur absolue maximum, &gale & log (c+YVe’+1), dans les points 


' 7E Irre 
ou Vabseisse prend les valeurs +,, + 5, ;-- 


— — 


.,„ et une valeur absolue mini- 


mum, egale a log (c+Ve’—1), dans les points ol l’abseisse prend les valeurs 
0. +32, #22, ... 

Nous aurons besoin de eonsiderer aussi Ja courbe definie par l’equation 
plus generale |sin(2—a)| = ec. Hlle ne differe des anterieures que par sa 
position dans le plan. Les centres des ovales, qwelle a, quand eZ1, 
sont les points (a, 0), (a+n,0),...; et, quand e > 1, l’ordonnee prend une 
‚aleur absolue maximum ou minimum dans les points ol l’abscisse prend 
respeetivement les valeurs a,atr,a+t2n,...ou les valeurs 


‘) F 


1 > > 
at, 7 ‚at5n,0+3N,.., 


et ses deux branches sont PR symetriquement chacune de son cöte de 
la parallele & l’axe des abseisses mende par le point d’affixe a. 

4. Je vais encore, avant de terminer ces remarques preliminaires, 
demontrer Vinegalite suivante: 


| cos nz|> ! fce+ Ye —1)"—-(c+/d®— 1)”, 


ou 2 UERENen. l’affıxe d’un point quelconque de la courbe representee par 
l’equation | 
bientöt. 





— c, dans laquelle e>1, que j’aurai besoin d’appliquer 


Pour cela je determinerai d’abord la plus petite valeur que prend 
|cos »z|, quand 3 deerit la droite representee par l’&quation 
!» 
y=Jl,i!=log(c+VYc—1), 
. . \ ’ 14 
qui passe par les points de la courbe |cos 3| = e oü l’ordonnde prend une 
'aleur minimum, et, pour resoudre cette question, je remarque qu'on a, en 


posant z= r+iy, u = |cosnz|, 
ery' —ny! -N 
e — ey 

u = cos’ na (*- u ) + sin’ na . 


P4 
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et qu’on doit, par consdquent, appliquer la methode des maxima et minima 
a la fonetion suivante de z': 


a a erir e" — e ni \2 
u = cos’ nz ) + sin’ nz 5 }. 


On trouve de cette maniere, en ayant egard aux Equations 


du‘ a 
gg Zn sin 2nz 
et 
d’u: . 
2 = —2n’ cos?nt., 
x 


que «, prend une valeur minimum, quand on a 


N TE Zn Ay; 


z = t;-,: 2 
u TO one 7 


et que cette valeur est egale & 


1 ni — ni]? 
zle -e")". 
Mais d’un autre cöte, comme la derivee partielle de a’ par rapport a y: 


du’ she —(e any! __ e’") 
> 


dy 

est positive, quand y’ > 0, on voit que les valeurs que prend w’, quand on 
donne & x’ une valeur determinge quelconque, croissent quand y’ augmente; 
et que, par consequent, la valeur que prend cette fonction dans un point 
queleonque de la courbe |cosz| = ce est plus grande que celle qu’elle prend 
dans le point de la droite y = ! qui correspond & la m&me abscisse. 

On conelut de tout ce qui pr&ecede que, dans tout point z de la courbe 
|cosz| = c, ou e>1, on a linegalite 


u >; [e"—e "|, 


qui, en posant /= log (c+Ye’—1), donne celle qu'on voulait demontrer. 


Il convient de remarquer encore que la limite inferieure des valeurs de 
|cos »z|, qu’on vient de determiner, ne coincide pas avec la valeur mini- 
mum que cette fonction prend, quand 3 decrit la courbe |cosz| = c. Les 
ordonnees des points de cette courbe oü |cos »3| devient minimum doivent, 
en effet, ötre calcul&es par l’&quation 


(ei —ew) sin?2z = (e”' _ e””') sin 2nz, 
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qwon obtient en appliquant la methode des maxima et minima & la fonetion 
a’, en y @liminant d’abord x’ au moyen de l’&quation 

(" +e”’ = 4[e’+sin’ €) 
de la eourbe consideree. 

5. Cela pose, nous allons eonsiderer la formule qui resulte de (1.) 
en y psant «= 1, =|1,..., 4= 1, e’est-A-dire la formule d’interpolation 
de Lagrange: 

(5) fl) = O(@)+R(a), 
z—a,)(2-a,)- - (2 — a, 
ac a 2 _ DI = m mut, (a) 
(6.) 2‘ 


ı _@=a)(@-4,)--(e—a-ı) 


(a„— a,) (an --- 0,)--- (Qu—a, (au): 





avec V’expression du reste donnde par Hermite 


—- 2) (2—a,).(2—a, 


(7) Ra) =, [ nl 5, 


et, en supposant que le contour A de l’aire dans la quelle la fonetion f(z) 
est holomorphe, soit une eirconference de rayon Egal A o, avec le centre dans 
l’origine des coordonnees, et que a,, 4,,...,a, repr&sentent des nombres re&els 
compris entre —h et +A, nous allons chercher un ensemble de valeurs de 
x telles que © (x) tend vers f(x), quand m tend vers Yinfini. 

En employant premierement pour ce but les inegalites (4.), nous 
remarquerons d’abord que les eirconferences de rayon Egal Alal+h et 
ayant leur centre dans le point d’affixe a, qui correspondent aux valeurs 
que prend a entre les limites —h et +h, sont placdes dans l’aire limitde 
par les eirconferences C et C’, de rayon respectivement egal äh et äo, 
ayant leur centre dans l’origine des coordonnees, si o0>3h. On a done, 
pour toutes les valeurs de x representees par les points de l’aire limitee 
par C et pour toutes les valeurs de z repr&sentees par les points de la eir- 
conference €, 

Ie-al<|a|+h, 2-al>o-jal>e-h, 
et par cons&equent 
z—a| _ 2h _ 
s—a ae \ 1. 


On a done le theor&me suivant: 
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Si la fonction [(3) est holomorphe dans l’aire limitee par la circonfe- 
rence Ü', que x represente l’affire d’un point de l’aire limitee par la circonfe- 
rence Ü, et que a,, Q,,... soient des nombres reels compris entre -h eth, (x) 
tend vers f(x), quand le nombre des quanlites a,, a,,... tend vers linfini. 

Il convient de remarquer qu’on arrive & la m&me conclusion en suppo- 
sant que la fonetion f(z) soit holomorphe seulement dans la partie de l’aire 
du cerele ©’ qui coincide avec les aires des cereles de rayon egal A& 2h 
avec leur centre dans les points (k,0) et (—h,0). 

6. Les nombres a,, @,, Q;,... qui entrent dans la doctrine anterieure 
peuvent &tre choisis d’une maniere arbitraire. Il eonvient done qu’on leur 
donne des valeurs telles que O(zx) tende le plus rapidement possible vers 
f(x). Nous leur donnerons done les valeurs 
(2n—1)r 


71 Int 
(8.) h cos In? h cos ann h cos 2 


b) 


qui sont celles qui satisfont A cette condition, comme Tehebiche/ff Va fait voir. 
En posant alors 


ev =heost, P(x) — (2 —-4,)..(2—-a,), 
on trouve 


7T 


) 
TU 2) \ 
P(.a)=# (cos T,— 6085 -) (cos 2, —08,5—) (cos 2, — 008 


n 


(2n--1) RN) 
2n 


n ? 2 T 2 ? Ir 2 „2 (n 1) 7L 
— AM" cos’ 2, — C08’- COS” 2, — COS’ —— )--[ COS’ 2, — 08 — 
l 1 1 
>n LAT, In 


— h" sin (> a x, )sin (= -2,) + sin ums, mn 2.) 


 fn . (Ir . ((n—])rn 
\/ re) „ B Pr ... y et 
X sin(,,+2)sin(5, ! x.) sin( m 2), 


quand » est un nombre pair, et 


s .) 
a: File 36 . er. ) . er, ) 
P(x) = 4” sın (5, 2.) sin(,,—#ı sın 5 2 
5) 2 
d . 7T . OTT . (n— 2) 7T ) 
ve ( 2n r x.) sin(),, . 2) 7 sin ( 2n Er 


>. fnn 


quand » est un nombre impair. Et de ces formules et des suivantes, 
donnees par Euler dans son Introductio in Analysin infinilorum: 


en nenne nenn 
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wu 


Ey — 1 gi ( 7T ) . ae F ( I) rz \ 
COS NX, — sın In u ? sımn Y Kg Tı ne. sin > nu -—— I | ) 


. e# a (* Ä \ . (® Le. 
IN sın In -+ x, ) sin In Ta) sın ), | 2), 


N 


(A.) 





sin est un nombre pair, et 


na 7C ; ar . /(n—?2)n 
cosnz, = 2" sin( —ı )sin —ı di sin ( — dc) 
2n ' \9ı In 
j 7C a . sad) nn 
N\ “ f Pe: Ss [ ee .. { ) , 
(B.) x sin (z,rzı)sin(, x) sin 5 — +21) 


. nn 
x sın > — &), 
Zn 





si » est un nombre impair, il resulte 


h” 
2, N _—— 2 \ » 
P(=) = „— cosne.. 


. 


En posant maintenant 
3 = hcos2,, 


on trouve aussi 
h” 
> Re inc - 
P(z) = 5, €08 n2.. 
L’expression du reste R(x) prend done la forme 


x l 4 f(z) cos nz 
( ‚ En RK. ) 
9.) Rz) = 2in J (3— x) cos nz, ds, 
A 


et elle fait voir que la condition generale pour que AR (x) tende vers zero, 


pour = x, est que la plus grande valeur que prend l’expression 
|cosn, | 
| cos nz, |’ 
quand le point dont z est l’affixe deerit la eirconference A, tende vers zero, 
pour 2=%x, 

Pour etudier cette condition il nous faut chercher la courbe que 
deerit le point dont l’affıxe est z,, quand le point dont Vaffixe est 3 deerit 
la eirconference A. Or, comme l’&equation de cette eirconference est |z| = ß, 
on voit que l’equation de la courbe demandede est 
4 


jcos3,| =. 


‘) 


Nous trouvons ainsi la eourbe eonsideree dans le n® 3. olı on a vu 


qwelle est fermee et coupe l’axe des abseisses, quand eh, et quelle est 
1 
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ouverte et ne coupe pas cet axe, quand eo >h. Dans le premier cas, les 
'aleurs de z, qui correspondent aux points olı la courbe coupe laxe des 
abseisses sont r&elles, et dans ces points on a |cosnz,| = 1, quelque grand 
que soit »: dans le second cas, la plus petite valeur que prend 





c08 n2;|, 
quand 3, deerit la courbe consideree, tend (n’4) vers linfini, pour n = x. 
D’un autre cöte, si l’on suppose que x soit une quantite reelle, 
ecomprise entre —h et Ah, x, est aussi une quantite reelle, eomprise entre 
0 et n, eton a |cosnm|<1. 
De tout ce qui preeede il resulte que la plus grande valeur que prend 


COSN TS, 





quand z deerit le contour A, tend vers zero, pour n=w, si x 
cos N S, 
est un nombre reel, eompris entre —h et h; et que, par eonsdquent, on a, 
pour ces valeurs de «, 

lim R(x) =. 


na 

Nous avons done le theor&me suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe dans laire limitee par une eir- 
conference de rayon egal a o ayant son centre dans lorigine des coordonnees 
ei que x soit une quantite reelle comprise entre -h et h, et go >h, la valeur 
que prend O(x), quand on donne a a,,a,,Qa;,... les valeurs (8.), tend vers 
f(x), quand n tend vers linfini. 


En comparant ce resultat A celui qu’on a obtenu dans le m 5 et 





en eonsiderant seulement les valeurs reelles de z, on voit que dans le 
theoreme qu’on vient de demontrer on fixe A ces valeurs les limites (—o, e), 
. f} . 1 1 ) . ’»‚,.», . 
moins etroites que celles (— 30: 5 0) quon avait ete oblige A leur fixer en 
faisant usage des inegalites (4.). 
7. On peut generaliser facilement la doctrine qui precede en l’etendant 
aux valeurs complexes de x, comme on va voir. 


On a, en effet, en posant z&, = ao +iPß, 


r . er? enAN? a er? — e-"ÄN? 
|cosnz,|' = cos’ na ( r ) + sin’ na (ST —— ) 


—_ 


et (n° 4) 


l 
con |>5(e"—e”), 
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ou 
N 2 2 
!» |} ) —h 
!= log (c+VYe’—1) = log‘ R 
3, Ctant Vaffixe d’un point quelconque de la courbe |eosz,|= ec; et, par 
consequent, 
| cos n@, 2 3 ia e" -L en? 2 er (ei —e nA? 
< 008° na ( 4 + sin na \ : ). 
ıcosnz, et —e". er — ee" 
Mais 
i en? te n,’7 4 en? — e-"? 
lim an nn v, lim nl — v, 
n—R Nn—_T. e” —. 


lorsque |P| <1. 





cOsnT ‚ . 
Done la plus grande valeur que prend ', quand z, deerit la 
cos nz, 
courbe |cos z,| = ec, tend vers zero, pour n = w. 
Il resulte de ce qui pr&eeede qu’on a 
f(x) = lim O(z), 
N—R 
quand 
Lie 2 
0o-+ —h 
al <1og FI, 


Considerons, en particulier, les valeurs de z qui sont les affıxes des 
points de la eirconference de rayon ge, ayant son centre dans l’origine des 
eoordonndes, et soit eo, <o. Les valeurs correspondantes de x, sont 


a es par les ints d CE \ ae Ana 
representees par les points de la courbe |cosz,| = „= 6%, et, par con 


sequent, pour qu’on ait, pour toutes ces valeurs de x, lim O(x) = f(x), il 
n—n 

suffit que cette courbe-ei soit A linterieur de la bande limitee par les 

droites y=—lety=I!. Or, comme la plus grande valeur absolue des 

ordonnedes de la courbe |cos z,| = ce, est Egale A log (e,+Yej+1), la condition 

enonede est remplie quand 


log (9 +Vei+h) < log (+ Ve’—M) 





ou, par consequent, 
+ Ye +" <o+Ve’—h. 
Il resulte de cette inegalit@ la suivante: 
0 > oi+h,, 
et nous avons done le theor&me suivant: 
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Si la fonction f(x) est holomorphe dans linterieur de la circonference 
de rayon egal ü go, ayant le centre dans lorigine des coordonnces, et que x 
soit laffixe d'un point de l’aire du cercle de rayon egal ü o, ayant le centre 
dans le meme point, et si est 0 —>o,+h’, la fonction O(x) tend vers f(x) 
quand n tend vers linfini. 

Ce theor&me contient comme cas partieulier celui qui resulte du 
theor&me obtenu dans le n°5 en y donnant & a,,@,,4,,... les valeurs (8.), 
lequel eorrespond au cas ot 09, =het o>3h. 

8. Nous allons nous oceuper maintenant de la determination du 
degr&e d’approximation avec laquelle le polynöme ®(x), correspondant A 
une valeur de » donnee, repr&sente la fonetion f(x), en eontinuant A supposer 
que f(x) soit holomorphe dans laaire limitee par la eirconference de rayon 
go ayant son centre dans l’origine des coordonnees, que z soit un nombre 
rel eompris entre — h et h, et que @,,@,4;,... representent les nombres (8.). 

Pour etudier cette question nous partirons de la formule 


R(x) = e [ BR, dz 


Zin / (»— x) cos nz, 
A 


qui donne, en representant, par M un nombre Egal ou superieur A la plus 
srande valeur que prend |f(z)|, quand 3 deerit la eirconference A, et par B 
un nombre &gal ou inferieur & la plus petite valeur que prend |cos nz; |, 
quand z deerit la m&me eirconference (et par consequent z, la courbe 





cos z,| = ec), et en remarquant que |s—-x2]| Ze-[x|, 


. 


’ _ oM|cosnz| 
(10.) R(z) < B(e—|a]) 


Or on a deja vu que 
1 Im? __1\n M —n 
cos a3, | >5[(e+VYe—1)”"— (ce+VYe— 1)”, 
et on peut done poser 


l, 2 \n / 2 —n 
B= 5l(e+Ve'-1) —(c+V/e— 1)" ]. 


L’expression (10.) de la limite de l’erreur qui resulte, quand on prend 
pour valeur de f(x) la valeur de O(z), correspondante A un nombre n 
donne, depend de x. On en tire la suivante, independante de cette variable, 
applicable ä tout Yintervalle (— Ah, + h): 
oM 
(o—h) B' 


(11.) IR(@)|< 
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On peut obtenir d’une maniere facile la valeur quw'on doit attribuer 
in pour que |R(z)| soit inferieur A un nombre donne d’avance d. Il suffit, 


en effet, de satisfaire A linegalite 





oM 


ei} 
(e—hB 


M 
: =, 


aui donne, en posant en 
| I (o—hı) d 


(c+V/e— )"—1>2u(c+Ve—1)", 
et, par consequent, 
(+ Ye —- 1" >utVY +1, 
ou 
_ loefut+yu’+1 
= ( ; ). 
log(e+ Ye’—1) 

On obtient done le nombre demande en cherchant le plus petit entier 
qui satisfait A cette inegalite. 

La doetrine qui pr&c&de est applicable & l’&valuation approchee des 
integrales definies. On a, en effet, en representant par a et b deux nombres 
compris entre —h et h, 


/ (2) de = % Hla)daet+ / "R(e) de, 


et, en supposant b>a, 
ab M (b — a) 
)de <* -: 
/ R(x) de < (o—hB ’ 


a 


limB=x. 


n u. 


Done 


/ f(a) de = lim / Ola)de. 
L’erreur qui r&sulte, quand on prend le nombre / (x) dx, correspon- 
a . »„r . 
dant & une valeur de » donnde, pour valeur de / f(x) dx, est inferieure A 
oM(b—a) 
B(e—h) 
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Si lon veut determiner la valeur qu’on doit attribuer A z pour 
que cette erreur soit inferieure & un nombre donne d, ou peut recourir A 
l’inegalite 
N CEALER) 
— log(e+ Ye’—1) ' 
ou 
a oM(b — 4) 
(e—h)d 
Le plus petit entier qui lui satisfait est le nombre demande£. 
9. La doctrine qui prec&de peut &tre etendue au cas oü la fonetion 
f(z) est holomorphe dans l’aire limitee par une eirconference de rayon @ 
ayant le centre dans le point (a, 0), et ol x represente un nombre reel, 
compris entre a—h et a+h, et a,,@,, a;,... representent les nombres 


= u(b—-a). 


(2n—])n 
’n 


—_ 


7U It 
a+hecos,,, a+h cos, , .., a+h C08 


En posant, en effet, e = z’-+a, on voit que f(x’-+a) est une fonc- 
tion de ©’ holomorphe dans l’aire limitee par la eirconference de rayon E 
ayant son centre dans l’origine des coordonnees, et qui prend les valeurs 
f(a,), f(a.), f(a;), ..., quand on donne & x’ les valeurs 


zu Ir (2n—1)r 

5m heo8, h cos = "rg 

On a done, quand les conditions indiquees aux n’5, 6 et 7 sont remplies 
f(« +a) = lim O(«') 


NT. 


h eos 


et, par consequent, 
f(x) = lim O(z-a). 


nn 


10. Voiei encore un autre cas olı Ja condition generale pour la conver- 
gence de la formule d’interpolation de ZLagrange, consideree dans le n°5, 
conduit & des r&sultats, qui nous paraissent offrir quelque interet, et qu’on 
ne peut pas tirer des inegalites (4.). 

Supposons que les nombres a,, @;, @;,... soient encore reels et, deux 
a deux, Eegaux et de signes contraires, et qu'ils soient compris entre —h et 
h. Supposons aussi que la fonetion f(x) soit, comme dans le n? 6, holo- 
morphe dans l’aire limitee par une eirconference de rayon go ayant son centre 
dans l’origine des coordonn&es. 
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La condition pour que O(x) tende vers f(x), pour m = x, est alors 
que la plus grande valeur que prend 
(2?— a7) (2? — a?) .-- (2’— a}) 
(2’— a?) (2 —a}).--(2#’—a;) 

\ [4 . . .r . ‚ , f 
ouv = , m, quand 3 deerit la eirconferenee eonsiderde, tende vers zero, 
pour ® = ©; et ce sont des conditions suffisantes, pour cette convergence 
qu’on ait 


2 2 2 2 
zz —G6, zz —d, 
1 Pt 2 1 
| 2 2 Pi €, Y} > << eE, 
s—a 2 —. u? 


eg etant une quantite positive arbitraire, inferieure & Vunite, Nous allons 
etudier ces conditions-ci. 

Soit a un nombre r&el quelconque, compris entre —h et h, et consi- 
derons la cassinigue definie par l’&quation 

|2°—a’| = ec’, 
ce etant une constante, ou, en posant 3 = z’+iy, 
[@’-a)+y"][@+0)'+y"] = €‘, 

laquelle, lorsqu’on suppose e>a, est composee d’un seul ovale, lequel 
eoupe l’axe des abseisses dans les points [+ Ya’+c’, 0] et eelui des ordonndes 
dans les points [0, + Ve'—a’). 


° varie aussi de maniere qu'il 


Quand a varie depuis 0 jusqu’a h, et e 
soit toujours a’+c’ = hi, Ah} etant un nombre donne, qui ne soit pas in- 
ferieur & 2h’, les ovales resultants coupent tous l’axe des abscisses dans 
les m@mes points, ne se coupent pas en d’autres points reels, et varient de 
maniere que celui qui correspond A une valeur (determinee de a contient 
& Vinterieur ceux qui correspondent aux valeurs superieures A a; et tous 
ces ovales sont places A liinterieur de la eirconference representce par 
l’equation 

z”+y”=h, 
qui est l’ovale correspondant d a =. 

Cela pose, si x represente l’affixe d’un point de linterieur de l’ovale 
suivant, qui correspond da = h: 

(C.) |2’—4’| = hh—h, 
ce point est alors A l’interieur de tous les ovales consideres, et on a done 


Ie’—a’| <h-a<h. 
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D’un autre cöte, on trouve au moyen de l’expression 
2 212 2 ı2\2 ‘ 2 2 12 2 2 4 
:°—a |’ = (ze +y’)’+2a’ (2 Hy”) Aa’ a” tat, 
que la plus petite valeur que prend |3’—a’|, quand z deerit la eirconference 
2 12 2 
ze ty =P, 
ou og >h,, est egale A 0’ —a. 
Nous avons done, pour tout point z de la eirconferenee eonsiderde, 
2 2 2 a 2 
2 —a |>e — a >o—h, 
et par consdquent 


w 


| h? 


I ei ı 
| 
| 


o’—h? 


'2’—a 
»’—a 


En remplacant maintenant a par les nombres a,,@,a;,,..., et en 
supposant 
o —>h+h, 


on trouve les inegalites suivantes: 


z—a:._ 4 I e’—a)| _. RW i 
2 J2 u D) , — 1, 2 - a > m 1, N 
» — a o’—hı 12 —a o’—h’ 
2 S 


au moyen desquelles on voit qu’alors on a 
f(x) = lim 9 («). 

Nous avons done le theor&me suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe dans le cercle de rayon egal a o, 
ayant son centre dans l’origine des coordonnces; si a,, @;, @;,..., sont des 
nombres rcels, compris entre —h et h, deux a deux egaux et de signes con- 
traires; et si x represenle laffixe d’un point de linterieur de l'ovale de 
Cassini (U.), I(x) tend vers f(x), pour v = x, quand on a 

‚>h v2, 0 >YVh’-+ h\. 

Si, en partieulier, x est un nombre reel, compris entre -—hY2 et hY2, 
et o>hV3, O(x) tend vers f(x), quand ® tend vers lVinfini. 

De ce qui precede et de (10.) on tire encore les inegalitds suivantes, 
lorsque x est reel: 


IR(@)|< ‘ h’ ) . Mo ME 


“ a. . _ - nn 
0” w h? <_ o—h, (0° Br h?)" I 

dont on le m&@me usage que des inegalites analogues eonsiderees dans 

le n® 8. 


0 —XI 
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11. Nous terminerons la premiere partie de ce travail en &tendant 
la formule (2.), qui a &t& le point de depart des recherches pre&c&dentes aux 
fonetions qui admettent des pöles ou des points singuliers essentiels, 
nombre fini, A l’interieur du eontour A. 

Soient b,, b,,...,b, ces points. On sait qu'il existe alors k developpe- 
ments respectivement ordonnes suivant les puissances entieres et positives 
1 1 1 


’ ’ r |. / 
sta, 2— by 


G, =): .()) 0 e u u): 


tels que la fonetion F(x) definie par l’Egalite 


F@) = @)-= 6 ,) 


est holomorphe dans laire consideree. Done on peut lui appliquer la 
formule (2.), et il vient 


! F(2)(z— a,” (2 —a,)...(2—a,) , 
F (x) = MORE De ee a 


de que nous designerons, suivant usage, par 





ot // (x) represente une kileen entiere de x, qui satisfait aux conditions 


Bm) = ah IT nn nn F'(a,) ri.) = F“ ’(@); 
IKa, = 29 Fa), IT (a, gr F (a,„),: Ye ei (a, „) = =F m (4); 


ou F(a,), F(a,),..., F'(a,), F'(a,),... sont des nombres qui dependent des 
valeurs que prennent f(x) et ses derivees dans les points a,,@,,... 

Mar ‘ \ So‘ > . 20 \a f \A 

Mais on a, en posant P(x) = (2-a,) ...(c—-a,)‘, 


1 . 
FOP@) 1, IOP@) 5, 0) Pie) 
I\ Ss 


»—?) Pa) “ sr) P(z) Peer (s—r) P(2) da, 


et, Aa cause de JVegalite 


f 1 Al” Ay” 43° 
(Gr, er ei (3—b,) + (z u b;)? + a Ze : + ... 


4 


on a aussi 


aa ER Be 
JTer TA Br 
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d2. 
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Or dans cette formule il entre l’integrale de la fraction rationnelle 
1 
(3—x) (— b;)' (s—a,)* ... (s—a,)* ’ 
et il suffit qu’on remarque que le degre de son numerateur est egal A 0 
et que celui de son denominateur est superieur & 2 pour conelure, en 
employant un theoreme bien eonnu, qu’on a 


6; (— P(x) . 
i3 =VU\. 
 @—a)P@) 


Nous avons done la apa suivante: 
s)P(x 
f(@) = Ma)+ 36, (, ut Sim an en ds: 
won voulait demontrer. 
Il. 
Sur la convergence des formules d’interpolation trigonometriques. 

12. Soit f(x) une fonetion holomorphe dans l’aire limitee par une 
courbe fermee A, et supposons que cette courbe soit enfermee dans la 
bande comprise entre les droites paralleles a l’axe des ordonnees dont les 
abscisses sont egales & I. et a, et qw’elle contienne & lYinterieur les 
points d’affixe ©, @,, @,...,4„. 

Alors la fonetion 

F() = - f(z) sin (2—a,)sin (2 4,)...sin (7— a 
sin (3— x) sin (s—a,) sin (s—a,)... sin (s— q,,) 
a, dans l’aire considerde, les pöles x, a,,a,,...,a,; et, en appliquant done 
a Vintegrale 


P 1 
(12.) R(x) = u / Fe dz 
A 


le theor&me fondamental de la theorie des residus, on trouve la formule 
(13) f(@) = Pla)+R(e), 
ou 


sin (a, —a,) sin (a, —a,)...sin (a, —a, 


Pla)=- sin (7 — a,) sin (7—a,)...sin (2 —q,, f(a,) 


sin(2—a,)sin (r—.a,)...sin (r—a,, 

(14.) sin (a, — a,) sin (a, —a,).... sin (a, TR [(a.) 

+. 

,  sin(@—a,)sin (@—a,)... sin RENTEN, f(a,) 
sin (a„—a,) sin (a„—a,)...sin (a„— an_ı) 3 
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et on voit que 7x) satisfait aux conditions 


(15.) F(a,) = f(a), F(a,) = f(a),..., F(a,) = f(a,). 

Nous venons de trouver ainsi une formule d’interpolation donnde par 
Hermite dans son Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnique (1873, p. 332) 
et une expression de son reste au moyen d’une integrale curviligne, que 
nous avons deja indiqu&e dans une note publice dans le Bulletin des sciences 
mathematiques (2° serie, t. XIV), au moyen de laquelle nous &tudierons sa 
convergence. Mais, avant de le faire, nous indiquerons une autre forme 
qu’on peut donner & l’expression de F(r). 





13. Chacun des termes qui entrent dans le second membre de 
l’egalite (14.) est le produit de m—1 facteurs de la forme pcos c+gsin x; 
done (x) est une fonetion homogene de sinz et cosz du degre m—1, et 
elle peut &tre r&duite A la forme suivante: 


P(x) = L, cos" c+L, cos" c+---+[K, eos” 2+ K, cos" =+---] sin x. 
En employant maintenant les formules connues 
$ 
s ı 1 
2 cos’ = COS s2+(\ )cos (s—2) + (5) cos (s—4) 2 +: + 5 (1 ,) h 
> 


sis est pair, 
$ 


21 e08’z = c08sc+ c08 ($—2) + (5) c08 (—4) 2 ++ (\i ER R, cos r, 


2 





si s est impair, et les suivantes, que nous obtenons en derivant les anterieures 
par rapport & x, 


2" scos""zsine =ssin sc+(}) (s—2) sin (s— 2) x 


; $ 
....f. >sın?r 
+ed (1,_,)2sin2«, 


— 


25 cos" zsinz = ssinst +(1) (s— 2) sin (s—2) x 


$ 
+ sin, 
„6-1 


on trouve 


(16.) | Fe) #5 A,-: co8 (m— 1) + An-3 COS (m— 5) c+- - A, COS X 


+ B,_, sin (m—1)2+B,, sin (m—3) ++ B, sine, 
18* 
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sim et un nombre pair, et 
17) | (x) = A,_, cos(m—1) 2+A,_, c08(m—3) + --+A,c082xr-+A, 
. 

| + B,„_, sin (m—1)c+B,,sin (m—3) 2+---+B, sin 2, 
sim est un nombre impair. 

Au moyen de l’analyse qui pr&ecede on demontre non seulement la 
possibilitE de reduire toujours 7(x) aux formes preeedentes mais on peut 
determiner, en chaque cas particulier, les coefficients A,, Ay, As, ..., Bi, Bay ... 
On peut aussi, la possibilite de cette r&duetion &tant &tablie, determiner ces 
coeffieients au moyen des &quations 


? (a) = f(a,), Pa.) = f(a),..., 7(a,) = f(a,), 
qui sont du premier degre par rapport A ces quantites. 

14. En passant maintenant & etudier la convergence, pour m = ©, 
de la formule d’interpolation qu’on vient de considerer, ce qui est le principal 
but que nous avons en vue, nous remarquerons que les formules (12.) et 
(13.) font voir que la condition generale pour que F(x) tende vers f(x), pour 
m = %, est que la plus grande valeur que prend 

sin (e—a,)sin (e—a,) --- sin (@— q,,) 

sin (3— a, ) sin (s—a4,) --- sin (2—a„) |’ 
quand 3 deerit le contour A, tende vers zero; et que, par consdquent, ce sont 
des conditions suffisantes pour eette convergence qu’on ait, pour les m&mes 
valeurs de z, 


(18.) 'sin(2—a,) I. sin (2 — a, ) 


‚sin (s—a,) "sin (2— q,) 


u 


e 6tant une quantitd arbitraire inferieure & lunite. 

Les considerations qui precedent nous meEnent A poser le probleme 
suivant: le contour A et les points a,,@,, @,,... etant donnes, determiner 
l’ensemble des valeurs quw’on doit donner A z pour que (x) converge vers 
f(x), quand le nombre de ces points tend vers l’infini, ou, au moins, une 
partie de cet ensemble; ou, r&eiproquement, &tant donndes ces valeurs, 
determiner A. 

On ne peut pas r&esoudre ce probleme d’une maniere generale, mais 
nous allons l’etudier en divers cas qui nous paraissent offrir quelque interet. 


15. En eonsiderant premierement un cas qui nous conduit A employer 
les indgalites (18.), soient @,,@,4;,..- des nombres r&eels compris entre —h 
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et h et une quantite qui satisfasse aux conditions 5h<_P- - ı, et econsi- 
derons les ovales representes par les &quations 
sin z| = sin £, |sin z| = sin A, |sin 3| = sin 3h, 
sin (3—a)| = sin (la| +h), 
olı a represente une quantite arbitraire comprise entre —h et h, lesquels nous 
designerons par L,L,L" et L. 

L’ovale Z, est tangent a l’ovale Z, et en derivant leurs &quations 
sous la forme suivant, en posant pour cela 3 = z+iy', 

cos’ iy = sin’ h+ cos’, 
cos’iy = sin’ (Ja +h)+ cos’ (m -a), 
on voit quiils m’ont pas d’autres points communs. 

On voit de la m&me maniere que l’ovale Z, est tangent A l’ovale 
L" et que celui-lA est & linterieur de celui-ei, quand le parametre a est 
egal a +h. 

Quand a varie depuis —h jusqu’a A, lovale Z, varie, mais il ne 
eoupe jamais Z’, ni par consdquent Z, qui est exterieur & Z. Il reste 
done & l’interieur de l’aire limitee par L et Z. 

Nous avons done, en representant par x l’affixe d’un point queleonque 
de l’aire limitee par L, 

Isin (e—a) | < sin (|a|+ Ak) < sin 24. 
D’un autre cöte l’ovale Z et l’ovale repr&sente par l’equation 
|sin(3-a)| = sin (#—|a|) 
sont tangents et le deuxieme est A l’interieur du premier. Done on a, pour 
tout point z de Z, 
|sin (3—a)| > sin (?—|a|) > sin (?—h). 
Nous avons done 
sin (2— a) er sin2h en 
sin (2— a) sin (®—h) 

Uomme cette inegalite est remplie quand on donne a a les valeurs 
4,,@,,@;3,..., ON peut Enoncer le theor&me suivant: 

Si la fonction f(z) est holomorphe dans l’aire limitee par l'orale L et 
A,,@,,@;3,....sont des nombres compris entre —h et h, P(x) tend vers f(x). 


pour m = x, quand x est l’affixe d’un point quelconque de l’aire limitee par 
lovale L. 
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16. O’est dans le cas des fonctions periodiques que se presentent les 
plus interessantes applications de la doctrine du n’ 12. Nous allons nous 
en oOceuper maintenant. 

Soit f(z) une fonction holomorphe dans la bande infinie comprise 
entre deux droites parall&les a l’axe des abseisses, Y=!et Y=[!, et 
supposons que cette fonction soit periodique et que sa p£@riode soit Egal A zı. 
Supposons aussi que le nombre des quantites a,, @, 43, ..., a, Soit impair et 
que A represente un rectangle form&e par les deux droites pr&c&dentes et 
par les droites, paralleles a l’axe des ordonndes, dont les &quations sont 


7T 7T 
Ä=—> et X=;. 


On a alors 


ru 70 
1 + il 


Reo)=3;l/ F@)dst ” F (2) dz 


7 i 
_ jr 2 +el 
ET - + j 
+ / F@)ds+ f F()ds|, 
til + 
et aussi, a cause de la periodieit€ de la fonction F (2), 
+il + 
/ F(z) ds = / F(z) das; 
til + 
et par consdquent 
' — 44 -+W# 
R(z) = Aw F@)da+ f F (2) da]. 
TU n . 
+8l 2 +il! 


On voit au moyen de cette formule que la condition pour que 7 (x) 
tende vers f(x), quand m tend vers l’infini, est que la plus grande valeur 


que prend 
sin (2—a,) sin (@—a,)... sin (@— 4.) 


sin (s—a,)sin (s—a,)...sin (s—a,) |’ 

quand 3 deerit les cötes du rectangle A parall&les & l’axe des abscisses, 
tende vers zero, et que ce sont des conditions suffisantes pour cette convergence 
qu’on ait, pour les mömes valeurs de z, 

'sin (2—a,) 
'sin(®—a)| 


‚sin (2—a,) 
sin (s— a,) 


. 


<< EL. 
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&g Ctant, comme anterieurement, une quantitd arbitraire, inferieure A l’unite. 
Comme dans ce cas m est un nombre impair, F(x) est determinde 
par la formule (14.) ou (17.). 
17. Pour faire une premiere application de ces r&sultats, considerons 
la courbe definie par l’&quation 
Isin(3—a)| = ec, 
et supposons qu’on ait ce >1 et que a soit un nombre r&el compris entre ae 


et 2 Cette courbe est alors composee de deux branches symetriquement 
placees par rapport & l’axe des abseisses et elle a un nombre infini de 
points ol l’ordonnde est minimum, en valeur absolue, places sur les droites 
dont l’equation est 
(20.) Y= +log(c+Ve—1). 
On a done, pour toute valeur de x comprise entre ces droites, 
sin (2—a) < e. 
Considerons aussi la courbe definie par l’&quation 
'sin (2—-a)| = P, 
et soit #? > e. Üette courbe est place au-dessus de l’anterieure et elle a 
un nombre infini de points ol la valeur absolue de l’ordonnde est maximum, 
places sur les droites dont l’equation est 
(21.) = + log (B+VP’+1). 
On a done, pour toute valeur de z representee par un point de ces 
droites, 


re 


sin(»-a) > PD e. 
Il vient, par consequent, 


Isin(2—a) € 


Isin(s—a)| — ß <#, 


et ensuite, en representant par a,,a,,... des nombres reels, compris entre 


7T gt 
Be. etz, 


sin (2—a)| _ ec sin (2—.a,) c 


sin(@-a)| “ß' sin (2—a,) ” f' 

Nous avons done le theor&me suivant: 
Si la fonction f(2) est holomorphe dans la bande comprise entre les 
droites (21.) et que a,,a,,..., a, soient des nombres reels, compris entre — - et - 


) ) m 
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Y(z) tend vers f(r), pour m = ©, quand x represente laffixe d’un point 
de la bande comprise entre les droites (20.). 


18. En continuant l’etude du cas que nous venons de considerer et 
en supposant maintenant que z soit reel, nous allons indiquer une propriete 
des coefficients qui entrent dans la formule (17.), qu’il eonvient de remarquer. 


Soit M la plus grande valeur que prend |f(z)| quand z d&erit les 
droites qui limitent la bande olı cette fonction est holomorphe, et B la plus 


petite valeur que prend |sin (s—x)| quand z decrit les m&mes droites et x 
IT 


5° On a, en remarquant que B est differente de zero, 


. . T. a 
varie depuis — 5 Jusqu a 


| 4 M ec \M 
De l’egalite 
f(z) = F(z)+R (z) 


et de l'inegalite preeedente il re&sulte 


m n 
/ f (x) cos ke de = lim P(z) cos kr dx 
= MR “: 
A 
ne n 
— Jim FM / cos (m— 1) x cos kxz de +--+A, cos kr dr 

MR u = 

2 

7ı 7 

+B,-, / sin (m—1)xcoskxrdae+:--+B; / sin2rzcoskrd«|, 
7T 7T 


ot %k represente un queleonque des nombres pairs m—1,m—3,...,2,0. 


Mais on a, en repr&sentant par 4 un queleonque de ces m&ämes 
nombres, 


m 7 
/ cos kxz coskr de — 0, [ coskr sin kr de = 0, 
I n 
ra 71 


p) .) 


. . 7t Deo 7L 
/ cos kede = 5, / sın krde = ,. 
A A 


7 
. 
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Done 


: ro ; KW, 
lim A, . J f(x) dx, 


el 


m=— N 


x, 


[ f(x) coskrde, (k >0). 


77 


= 
n 


S|w 


lim A, = 


MR 


On trouve de la m@me maniere 


T 


s) „3 
lim B, = - / f(x) sin kx de. 
M—T. “ « 


19. Il est facile de voir que tout ce que nous venons de dire A l’Egard 
du cas olı la fonction f(z) a la periode z, a aussi lieu quand cette fonetion 
satisfait A la condition f(a+n) = —f(z). Mais alors il faut que le nombre 
m soit pair, pour que la fonction F(z) ait encore la periode 7; et, par con- 
sequent, la foncetion F(x) est donnee par la formule (16.). 

20. Nous avons suppose, dans tout ce qui precede, qu’on choisit 
d’une maniere arbitraire les nombres a,. a, a;,... . Nous allons maintenant 
considerer quelques nombres particuliers qui conduisent A des consequences 
remarquables. 

Supposons premierement que la fonction f(z) admette la periode zz, 
que l’axe des abseisses soit ä& l’interieur de la bande infinie, limitee par 
deux droites qui lui sont paralleles, dans laquelle elle est holomorphe, et 
qu’on donne & a,,4,, A;,... les valeurs 


ru art Dre (n—2)n Zu; 
99 >n' 2n' 7 Bupech, un: ’ 2n} 
(22.) ra Ir dr (n—2) 

>n' >2n |} aa =... .? 





n etant un nombre impair. 
On voit alors, au moyen de la formule (B.) (n° 6.) que 
sin (r—a,)sin (r—a,)--- sin (2—q,) _ cosnz 
sin (s—a,)sin(s—a,)--- sin (s—a,) cosnz' 
et, par consequent, 


a - f()eosnz 
(23.) R(«) sin / sin (s— x) cos ns 
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Il en resulte que la condition pour que 7(z) tende vers f(x), quand n 
tend vers liinfini, est que la plus grande valeur que prend ker ‚ quand z 


deerit les droites qui limitent la bande consideree, tende vers zero. 
Or, en posant z = z’+iy', on trouve lidentite 


eny' + ev! 


2 eny' — e-my'\? 
In SQ 2 — » ? ' 
'C0OSNn23 " = e0$S’nzt ( > ) + sin’ NT fe 2, 


au moyen de laquelle on voit, en posant premierement 2 — +t/l et en appli- 
quant ensuite la methode des maxima et minima, que la plus petite valeur 
que prend |cos nz , quand 3 deerit les droites y = -I! et y =|, est egale A 
er _— en! 
——; 
et qu’il tend, par consequent, vers l’infini, pour n = x. 
D’un autre cöte, en posant z = @+iPß et en ayant &egard A Videntite 
Ä a r am: Aa er? — ed 2 
cosnT” = (08 na (® ) + sin’ no ( u ) A 


— 


on trouve 


'cosnz |? r (° et e-"d y Fender an) 
| 08 nal — ———— m 
c08 n% <_c08 N a + sin’ n "do 
quand 3 represente un point queleonque des droites y = let y' = -—I. 
Mais on a, quand A| <I1, 
. end Lem? . ed_—e"? 
lim - aa nl =, lim nl vo 0. 
nn € e n=n € me 


On eonelut done que la plus grande valeur que prend — — ‚ quand z 
deerit les droites y = —l ety' = I, tend vers zero, quand » = x, si le point 
d’affixe x est & linterieur de la bande limitee par ces droites. 

Nous avons done le theor&me suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre deux 
droites paralleles a l’axe des abscisses et equidisianles de cet aze, et perio- 
dique, sa periode etant egale a nı, la fonction P(x), qu'on obtient en donnant en 
(14.) ou (17.) ü a,,a,,... les valeurs (22.), tend vers f(x), quand n tend vers 
infini, si x represente un point quelconque ü l’interieur de la bande consideree. 

21. La fonction 7(z) prend, dans le cas qu’on vient de consid£rer, 
deux formes simples qu’on pouvait deduire des formules (14.) et (17.), mais 
qu’on obtient d’une maniere plus facile en partant directement de l’integrale 
23.) et en lui appliquant le theor&me fondamental de la theorie des residus. 
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Ein effet, en representant par a un queleonque des nombres (22.), et 
par R le residu de la fonetion 
F(s) = f(2) cosnx 


sin (3—x)cosnz 


par rapport & son pöle a, on trouve 


hf(a-+h)cosnz [(a) cos n.x 
R = lim . = — — h 
„u sin(a+h—x)cosn(a+h) „sin (a— x) sinna 
et par consequent 
Pla)= - cos nz y_ [(a) 
n sin nasin (ce —.a) 
ou 
COSNE (a 
(24.) P(x) = — Zsinna 
n sin (2 — a) 


ol a represente les nombres 


2n+1)n n— | (27 LT n— 3\ 
In "(n=0, Busnes > % u. On a 5) 
Ayant obtenu ainsi la premiere expression de (x) nous allons en 


deduire la seconde. 
nz 


cos n: 
sin («—a)' 
mule qu’on vient de trouver, e” = t et e* = 4. On trouve 


Posons, pour cela, dans l’expression qui entre dans la for- 


cos nx ei ar 
m — )t 2 en 
sin (2 — a) r— 4° 
»Tı gn— y n- In- —n 727 —) 63 , ar r | 
= sa" + ra Hit a 753 


et, par consequent, 


cosnr 


Br 4 ei" )x-+a)] er im—3) 2 +3a] _ 2 
sin (2 — a) l hr r 


+ EC mMerEn Hay gltm)z+ln-N) 
ou, A cause de Videntite e”“ = et") —_ — 1], 
= — 2 [sin ((a—1)c+a)+sin(n-3)c+3a)+:--- 
+sin (22+(n—2)a)+ - sın na]. 


cos nz 
sin (e—a) 
On a done la formule 
2) 
’(x) = - sin na [sin ((r—1)a+a)+sin ((n—3)c+3a)+:-- 


+ sin 22 +(n—2)a)+ m] (a), 
19* 
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ou 

>n\ | (x) = A,_, 608 (na—1) 2+ A,_; cos (a— 3) a ++ A, c082r+A, 
2o. 

Kun | + B,_, sin (a—1)c+B,_, sin (a—3)c+--+B,sin 2z, 


ou rn est impair, et 


U 


1 . 
A, = -. =f(a), 


.) . 


A, = „ Zsinna (a) sin (n—-k)a = 2 Zf(a) cos ka, (k >> 0) 


‘ . 
B, = z Zsinnaf(a) cos(n—-k)a = = = f(a) sin ka. 


Ces formules donnent immediatement les propridtes suivantes des 
constantes A, et B.: 


lim A,= 1 / f@)dz, 


v 


ra 
2 „2 
lim A, = -— / f(x) cos ke de, 
n=® 7L yi 
N 
n 
) »2 
lim B, =- / f(x) sinked«, 


71 


) 
- 


qui coincident avec celles qu’on a donnees dans le n’ 18 pour le cas ol 


, . ° . TU 7 
4,, dy, d;, ... representent des nombres arbitraires, compris entre — 5 et 5. 


22. Soit z une quantite reelle et M, et M, les plus grandes valeurs 
que prend |f(z)|, quand z deerit les droites qui limitent la bande dans 
laquelle f(z) est holomorphe. En remarquant que les plus petites valeurs 
que prennent alors |sin (s—x)| et |cosnz| sont @gales A 





.) ’ .) ’ 


on trouve Yinegalite 
2(M, + M,)|cosnz| 
(e! — e-') (er! — a I 


qui donne une limite superieure de l’erreur qui resulte, si l’on prend la fonetion 


IR(x) < 
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P(x), eorrespondant & une valeur de » donnde, pour valeur approchde de 
la fonetion f(x). 


De cette inegalitE on tire encore la suivante: 


2(M, + M,) 
Er ce (e" Mn u“) I 


IRa|< 


qui est independante de x, et qui peut &tre employee pour demontrer «que. 
si «a et $ representent deux nombres reels, on a 


n=n « 
Q@. 


[f@a) da = lim /" Pla) de, 


Pß 7 
et que l’erreur qui resulte, sil’onprend / F(x) dx pour valeur de / f(z)dx 
est inferieure & 
2(M,+M,)|ß—e| 
(e! ALL e-') (e" 0 e="!)) e 


On peut determiner au moyen de l’inegalite 


log (o+ Vv’+1) M-+-M, 


Rn |  (d—e)d ’ 


la plus petite valeur qu’on doit donner & » pour que l’erreur qui resulte, 
si Yon prend F(z) pour valeur de f(x) soit inferieure A d. 


23. Pour faire maintenant une application de la doctrine ceonsiderde 
dans le n°’ 19, supposons que la fonetion f(x) satisfasse ä la condition 


f(e+n) = —f(x) et qwelle soit encore holomorphe dans la bande comprise 
entre les droites y=-—I! et y=/!, et supposons aussi qu’on donne &A 
4,,4,,4;,... les valeurs 

Ren (2n+1l)r . n— 2 

(26.) tr Dr 158 (n „r v, 1, 2, Pet >): 


et que n soit pair. 
Au moyen de la formule (A.) du n’ 6 on voit qu'il est encore 


R(x) = [F@) ds = [ in dz, 


sin (3—r) cos nz 


A 
et que F(z) est periodique, et que sa periode est egale Az. On en conelut 
que le theor&me demontre dans le n° 20 a encore lieu, ainsi que la formule (24.). 
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Mais on doit substituer & la formule (25.) la suivante: 
F(z) = A,_, e08 (n—1) 2 +A,_, 608 (n—3) c+--+A,cosz 
+ B,_,sin a—-1)c+B, sin (a—3) r+---+B, sine. 
Les coefficients A, et B, de cette formule sont donn&s par les m@mes 
relations que dans le cas anterieur en y substituant a par les valeurs (26.). 
24. Nous indiquerons encore un autre syst&me de valeurs de a,, a,, a;..... 
qui, quand la fonetion f(x) admet la periode zn, menent & des resultats 
convergents. Ü’est le suivant: 


nz 1 
a="", [n=0,+1,+2,..,+, (@-1)], 


n 


n etant un nombre impair. 
On trouve alors 
[(«) = Fa)+ Re), 
ou 
f(z) sinnz ds 


sin (3— x) sin nz ' 


1 » 
R(«) ” | 
A 


(26) Ba) = RR, 
et on voit, «u moyen de cette expression de R(x) que F(z) tend vers f(x), 
pour 2 = oo, 3i la fonetion f(x) est holomorphe dans la bande limitee par 
deux droites paralle&les A l’axe des abscisses, @quidistantes de cet axe, et 
x est l’affixe d’un point de son interieur. 

On peut reduire l’expression de 7(x) a la forme suivante: 


P(a) =" 20-1) (eos[(m—1) ©+a]+c0s [(n—3) 43a] 


+++ 008 [22+(n—2) a]+ eh a f(a), 


ou 
P(x) = A, 0608 (an —1)2+A, 3608 (n—3) c+:-+4A,c08s2c+A, 
+ B,_, sin (a—1)z+B,_, sin (n—3) c+--+B,sin 2, 
ou 
1 
A =, Ef(e), 


- 


Z2(—1)" f(a) cos (n-k)a= 2 Zf(a) cos ka, (k > 0) 


DD SS ww 


= (—1)" f(a)sin (n—k)a = . = /[(a)sin ka. 
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25. Si la fonetion f(x) satisfait A la condition f(e+n) = - f(x) et 
on domne A a,,4,,4;,... les valeurs 


FE hd (= 0,+1,+2,...,+( n—1), ,n) 


.) 


olı » est un nombre pair, on trouve, comme dans le cas anterieur, que !a 
fonetion (x), definie par la formule (26.), tend vers f(x), quand n= x, 
si la fonetion f(x) est holomorphe dans la bande eonsideree dans le numero 
anterieur et x represente un point de son interieur. 


L’expression de F(x) peut ätre r@duite alors A la forme 
) 
(ae) =, 2(-1)” jcos [(n— 1) z+a]+cos |(n—3) c+3a] 


+. +eos|e+(n—1)al} f (a), 
ou 
P(z) = A,_, 608 (n—1) 2 +A,_, €08 (n— 3) 2+ + A, cost 
+ B,_, sin (a—1)2-+B,_ sin (n-53)c+--+B, sin r, 


ou 


A, = 2 = (— 1)" f (a) cos (n—k)a = E = f(a) cos ka, 


DB = : > (—1)" f(a)sin(n—k)a = : = (a) sin ka. 


26. L’integrale 


Zu 


| f (2) sin > (e—a,)... sin = (2 — a,,) 


(27.) R, (a) = din 2 Er 3 " 
sin 5 (3—x)sin , (#—a,)... sin 5 (3— An) 


F 
« _ Enz 


A 


eonduit A des resultats analogues A ceux qu’on a obtenus au moyen de 
l’integrale consideree dans le n° 12. 

On trouve, en premier lieu, en supposant que A represente une courbe 
fermee, placee & l’interieur de la bande eomprise entre les droites X = —n 
et X =n, et que Qa,,4,,4;,... soient les affixes des points donnes places 
& lVinterieur de l’aire quelle limite: 


f@) = A@)+,R,), 
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oü 
sin x (x —a,) sin . (2 —a,)... sin 2 (2 —a,) 
au > . 2 2 \ 
P (a) = — f(a,) 
2 x Fr 
sin 5 (a, — a,) sin 5 (a, —a,)... sin 5 (a, — a„) 
-]- [3 
' a 
sin, (2 —a,)sinz (2 —a,)...sin 5 (2 —A,-ı) 


2 2 
+ 1 f (a,) b) 
> 


en 
sin „ (a„—a,) sin 5 (a„— a,)... sin a (An — Au-ı) 


ou, en procedant comme dans le n’ 13, 


1 1 IN 
P, (x) = A,„-ı 608 s (m—1) + A,_; 608 5 (m —3) 2-+ + A, 608 - X 
De 5 ii 
+ B„_,sin 5 ( m—1l)e+B,,;sin 5 (m—-3)c+-+B,sin , r, 


si m est un nombre pair, et 


Y,(z) = A,„-ı 608 . (m—1) 2-+ A,_; 608 - (m—3) c+---+A, 


+ B,_, sin - (m —1)x+B,,_; sin s (m—3) ++ B, sin r, 


si m est impair; et on voit que (x) satisfait aux conditions 


P, (a) = f(a)), #(@) = f(a),..., #, (a) = (a,). 

Nous avons ainsi une formule d’interpolation consideree par Gauss, 
(Werke, t. Ill, p. 281) et une expression du reste au moyen d’une integrale 
eurviligne, laquelle fait voir qu’une condition pour que 7, (z) tende vers f(x), 
pour m = x, est que la plus grande valeur que prend l’expression 


. * 1 . 1 
I sin 5 (x —.a,) sin 5 (2 —a,)... sin 5 (T—4,)| | 
“ ha h 2 in R TER 
[#07 j ' 1 , 1 | 9 
sin, @—@,)sin , (—4,)...sin, ( —@) 
- | 


quand z deerit le contour A, tende vers zero et que ce sont des conditions 
suffisantes pour cette convergence qu’on ait, pour les m@mes valeurs de z, 


| 1 | | 1 


sin z (2a) sin > (2— a,) 
(29.) |—— <—eE, —|<,. 
di u 
sin , (#—a,), sin, (2 — a,) 


6 | 


e Ctant une constante arbitraire, inferieure & l’unite. 
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27. Supposons que la fonction f(x) soit periodique, sa periode etant 
egale A 27, et quelle soit holomorphe dans une bande infinie comprise 
entre deux droites paralleles a l’axe des abseisses. On voit alors, comme 
dans le n’ 16, que dans ce cas la condition pour que w,(z) tende vers 
f(x), pour m = ©, est que la plus grande valeur que prend l’expression 
(28.), quand 3 decrit ces droites, tende vers zero, et que ce sont des conditions 
suffisantes pour cette convergence que les inegalites (29.) soient remplies 
par les valeurs que z prend alors. 

On voit aussi, en proc&dant comme dans le n’ 17 et en remarquant 
que l’&quation 

sin, (3-a) =c, 
represente, quand e>1, une courbe composee de deux branches infinies, 
symetriquement places par rapport & l’axe des abseisses, ayant un nombre 
infini de points oü l’ordonnee est minimum, en valeur absolue, places sur les 
droites representees par l’&quation 


(30.) Y= +2log(etYe®-1), 


et que la courbe analogue repr&sentee par l’&quation 
. 1 M 
sinz(3-a) =P, 


ou 5 >e>1l, a un nombre infini de points ol l’ordonndee est maximum, 
en valeur absolue, places sur les droites dont l’&quation est 
(31.) Y= +2log(P+VP®+1), 

le theor&me suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande limitee par les droites 
(31.) et periodique, la periode etant egale a 2n; el si a,,@,A4,;,.... sont 
des nombres reels, compris entre —_ı ein, et x est laffixe d’un point ä 
l’interieur de la bande limitee par les droites (30.), on a 


lım #,(z) = f(x). 


MR 


On demontre aussi, comme dans le n° 18, l’inegalite 


IR@I<zG); 


ou M represente la plus grande valeur que prend |f(z)!. quand z deerit les 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 2. 20) 
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droites qui limitent la bande oü la fonetion est holomorphe, et B, la plus 
. . l | [4 . A . 

petite valeur que prend sin , (3—x) quand z deerit les m&mes droites, et 

ensuite les formules 


( f@) cos, kx dx = lim ie P,(x)cos - kedz, 


ML . 
> 


Sta) sin, hade = lim /" #,(a)sin, kr de. 


Au moyen de ces formules et des relations 


2 li k' =. BE; EEE _ 
/ O8, E08, rde = / sınzesın,aede= / Sin, 


.— _ 


k' 
reos,rde=(, 


-. 


— 7 _r — 11 


har D) k 2 9 k 
/ cos ,rede= / sin ;„ede=n, 


«/ ud . 


— nr => JE 


olı les entiers # et 4 sont l’un et l’autre pairs ou l’un et Y’autre impairs, 
on voit que les eoefficients de 7, (z) ont, dans le cas considere, les proprietes 
exprimees par les relations suivantes: 


mZI 


lim A, = - / f(a)de, lim A, = - / r@ coskede, «u 
lim B, = af" r@) sin kx de. 


28. Supposons maintenant qu’on donne & 4@,,4,,@;,... les valeurs 


a. 7e 
(32.) PETER, 14,7 n= +1, +2,..,+(n-1),n), 
k n 


et que les &quations des droites qui limitent la bande dans laquelle f(®) 
est holomorphe, soientt Y=—let Y=[|1. 
On voit alors au moyen de la formule 


i ir n „ 1/nn Ri nt 
sinnz = 2°”! 1] sin 5 (7 —r) II sın 5 & +2), 
n=1 er 


n=V _ n 
que Tintegrale (27.) se reduit alors & la forme 


f(z) sin nx sin z g 
R,(e) = 5. R 


a a 
sin, (3— x) sin „ Fsinnz 
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et en appliquant direetement le theor&me fondamental de la theorie des 
residus, en prenant pour contour A de l’integration le reetangle forme par les 


droites Y= —-I, Y=1,X= —n+d.X=n-+6, 0 etant une quantite positive 
(n— 1) 


n 


j l ® 
f@) = P(@)+5, Re), 


assez petite pour que le point — soit & son interieur, on trouve 


ou 
innx Mn. 
. Ss . 
7 .- ” \7 “ . 
PP. (2) = =(—]1) f (a). 
‘) .- : “7 » 
ensmz = sin, (2 —.a) 
Or, on voit, comme dans le n° 20, que la plus grande valeur que 
sinnz Pan: a 14, h 
prend quand 3 deerit les cötes du rectangle considere, paralleles A 
S 2 


l’axe des abscisses, tend vers zero, pour a= x. Done on peut Enoncer 
le theoreme suivant: 

Si la fonction f(x) admet la periode 2n et quelle soit holomorphe dans 
la bande infinie comprise entre deux droites paralleles a laxe des abscisses et 
equidistantes de cet axe, et que x soit laffice d’un point a linterieur de cette 
bande, on a 

lim #, (x) = f(x), 


n—T. 
quand a represente les nombres (32.). 
29. On peut donner & lexpression de 7, (z) une autre forme 
remarquable. 
Considerons l’expression 


sin nx 
p(e) = 1 
sin ;„ (@—-a)sinz x 
” ee 
dans laquelle nous poserons ® =t,e =, 


Il vient 
(tr — 1) en 


ya) ne _ı) 


ou 


Pla) = ir [rt ++) HL H HN) 
++ te PH LH HR +] 


20* 
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et, par consedquent, 


—1 


> 732 - D) D) a | RE | 2 
pa) = 2i [are +3 HZ 


An—4I___ 4in—? 
ee yn — Mesa, lg a! 


1 


Mais on trouve, en substituant e’ pour A et en ayant &gard A V’identitd €“ = 1, 


N 3 sn—aqa 
"*—1 „ $ina W—l1l 2 da 2 
5 Be ee er 75 
sin za sin 5 a 
. = 3 
m—6__1 EP u Un N Ant] _;., Sina „ Am-2—] - zia 
=—e ; = ee" — = —e ’ 
»”—1 SE Bin »—1 Mu ”—1 
sinz a sin — a 
Done 
2 n 
[an 2+3.] ina snza ı,, 
\ . ı IR 5 a Ss fa? i ds T Yhsche 
f (x) — 2il e u  eIm-Date] L..ı er e 
sin — a sin — a 
2 2 
‚, n—] 
sın — j n—1 ® % ı 
sin 5 a sin 5 a 


et, par consequent, 


p(a) = —Af sin |(n- )a+5al+ er ul (n—2)c+a] 
. sin — a 
2 
sin - a Ä 3 sin - (n—1)a - T- 
+ sm [a-92+5a|+-+ u sin + nn | 
sin , a sin z a 
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On en eonelut qu’on peut donner A l’expression de 7, (x) la forme suivante 


> 
= 2 3a [it om [nette] 


+sin a sin [(n—2) c+a]+sin : a sin |(n-3) + - a) ++. 


-— 


 . NG 
we n— ] er | 
+sin 5; (n—1l)asin [x+ ee a) m I/(a), 
ou 
(x) = A,_, e08 (Rn —1) + A,_, 608 (n—2) c+--+A,cosc+ A, 

+ B,-,ı sin a—1)c+B,_, sin (na—2) c+- -+B, sin x, 

ou 
A, = — 2 Z(-1"f(a) sin’ = .2'f(a) 

2" repr@sentant une somme qui se rapporte aux valeurs impaires de n, et 
A.=- “ = (— 1)" f (a) sin’ ni a=— : = (-1)" f(a)+ - Z (a) cos ka, 


1 i 1 
Ku 2-18 (a) sin(n—-k)a = „ Zf(a) sin ka. 
Il est facile de demontrer les proprietes suivantes des constantes 
qu’on vient d’Ecrire: 


lim A) =, / fla)da, 


n=% 


lim A, = - f | f(x) coskxe de, (k > 0) 
m 1 ‚2 ” 
lim B,= / f(x) sin kx de. 


30. Dans le cas partieulier ou f(x) satisfait A la condition 
f@)=-I(-2), 
la formule anterieure se reduit A la suivante: 
P, (x) = B,_, sin (a-1)ac+B,_, sin (a—2)c+--+B, sin, 


et les valeurs des constantes sont donndes par la formule 


B, = - Z f(a) sin ka, 
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en y posant 


a" (n=1,2,3,..,n—1). 


Ce resultat coincide avec celui qui a dt@ obtenu par Lagrange dans ses 
kiecherches sur la nature et la propagation du son au moyen de l’Elimination 
des constantes B,, B,, B;,... entre les &quations 


u fIT\ _ 77 = € 
P, =), (n=1,2,3,..,n—1). 
3l. Supposons maintenant qu’on donne & q,,@,,4;,... les valeurs 


Zn+l)n 


(n=%1,2,..,2—1l), 
?n 


0 = Lt 
et que la fonction f(x) soit encore p£riodique, sa periode e&tant egale a 
2, et quelle soit holomorphe dans la bande comprise entre deux droites 
paralleles & l’axe des abseisses, &quidistantes de cet axe. Alors l’integrale 


1 f(z) cosnz sin, x 
Re Fe 


irı US 2 
sinz (#— 2)sin 55 cos n% 


A 


eonduit A des resultats analogues A ceux qu’on vient d’obtenir dans les n“ 
precedentes, 


Ainsi il vient premierement 
E- 
fa) = A@)+yR,@), 
ou 
oo 
f(a) cosnxsin, x 


) 
P, (x) = f(V) cos nx+, = sin na 7 
nsın 


I 


N — 


(a— x) sin s a 


_ 


et on voit qu’on a 


f(x) = lim 7, («), 


n—n 


quand x represente l’affıxe d’un point & linterieur de la bande dans laquelle 
f(x) est holomorphe. 














Teixeira, sur la convergence des formules d’interpolation de Lagrange, de Gauss. 153 


On peut voir ensuite, au moyen de l’Egalite 


cosnzsin x 





— 608 [(- l)r+ - a| + 608 |(n-2) cH+ = a| ++ 


u 
sinz (a— x) 


—_ 


_ lcos [nc+, a] + 608 |a-1) + . a] +... 


.) Ser u 
+ C08 E + an a | 
que 7, (x) peut &tre reduite A la forme 
P,(x) = A,c08nc+ A,_, 608 (n— 1) z+:-+4A,cosc+ A, 


+ B, sin nc+B,_, sin (n—1l)r+:-+B, sin z, 


ol 
WERE, 
ae in fa), 
07 FR 
A, = „sin na f(a) sin (n—k)a= „= f(a) coska, wW<ı<n) 
£ ORTE | 
B, = „sin na f(a) cos (n—I)a = „= fa) sin ka, ( <n) 
A.= flo 5 
sk )=5,2 sın na [(a) cot, a, 
ae 
B;, = 5, sin na f (a). 
32. Les resultats donnes dans les n” 16 ä& 25 peuvent @tre etendus 
[ au eas ot la fonetion f(x) satisfait & une des conditions f(@-+w) = f(z) 
ou f(e+w) = —f(z). On peut, pour cela, partir de l’integrale 
. ÜT . RT 
[ (2) sin — (2 —.a, )--- sin — (@— q,,) 
l 0) m) 
2in TE 1 7E ds 
_ . . eb . ’L 
sin - (3— x) sin -(3—a,)-- sin — (2 — a, 
sin  (#— 2) sin (2—@,) > ) 
A 
et appliquer les methodes employdes dans ces numeros-la, ou appliquer les 





theor&mes y obtenus & la fonetion f = qui satisfait alors A la condition 


f E tme] ae‘ 12), 
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: X u : Bjiiy . 
et poser ensuite = = — Si l’on suit cette voie, il faut chercher le point 


du plan qui represente x, quand on donne celui qui represente X, et le 
eontour A, que deerit le point z, defini par l’Egalite Z = z, quand Z deerit 
le reetangle A. En posant, pour cela, 

o = (cos O+isinO), X=R(cosO-+isinO), z=r(cost+isinr), 
on trouve 


rl, 17= 040, 


et on en conelut: 1° que, si les coordonnees polaires du point X sont &gales 
u \ j R e 
aR et ©, celles du point x sont Egales A E— et 9+0%; 2° quw’aux points 


de l’axe des abscisses compris entre —rı et nn correspondent les points de 
la droite (que nous repr@senterons par D) qui passe par l’origine des 
eoordonndes et fait un angle Egal A l’argument de w avec l’axe des abscisses, 
eompris entre —w et w; 3° que les droites paralleles A l’axe des abseisses 
mendes par les points (0, +/) se transforment dans les paralleles & D dont 
. I . \ 
la distance & cette droite est egale A . 4° que les droites paralleles ä 
l'axe des ordonnedes mendes par les points (+7,0) se transforment dans les 
perpendieulaires & D qui passent par les points d’affixes —w et w. 
On trouve de cette maniere les resultats suivants: 
1°. Si la fonetion f(x) est holomorphe dans la bande limitde par 


deux droites paralleles & D, et que x represente un point de son interieur 
et F(x) la fonetion 


. TE , ci 
sin dem: a, ) sin „@ — 4,) +++ sin (2 — @,,) 


P(2)=- u ee 


zu... u . TE 
sin” (a, —a,)sin = (a —a,)- - sin . (a, — a) 
4. 


. TC a _ 7% 
sin” (r—.a,)sin > (2 —.a,)-- sin < (2 — au—ı) 


ii EB 2 — f(a,); 


sin (a„— a, ) sin a (a.— d,) +++ sin = (au — O1) 


on a 


lim ?(xz) = f(&). 


m=& 
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quand la plus grande valeur que prend 
sin - - = (e— a,)... sin e (2 — a,.) 
() 
in — 8—4,).. ) 
sın - — _ . in a Kom 4, 
© 2 I 


dans les droites qui limitent la bande tend vers zero, pour m = w. Nous 
SUPPOSONS qUE A,,@, A;,... Soient representes par des points de l’interieur du 
reetangie A,, dans lequel se transforme 4. 

L’expression de F(x) peut &tre r@duite A la forme 


P(x) = A,_, 608 (m— 1)” + A, 608 (m— 3) — ++ A, c08 ie 


0) 


+ B„.. sin (m—1) ur + A; sein (m—-3) Zr. +B, sin —, 
' 0) 


[677 


ou m est pair, si f(e+w) = —f(x), ou 


P(«) 2 Au-ı COS (m — 1) — + A, _3 COS (m — 5) — rn ... + A, 


+ B,_, sin (m—1)” +B,_,sin (m—3) "" ++ B, sin ne 
ou m est impair, si f(a+w) = f(r). 

2’. Si, en partieulier, f(x) est holomorphe dans la bande limitce 
vu deux paralleles & D, dont la distance A cette droite soit superieure ä 
* 10g (c+VYe’+1), e &tant un nombre queleonque plus grand que l’unite, 
et si x represente l’affixe d’un point A liinterieur de la bande limitee par 
deux paralleles ä D, dont la distance & la m&me droite soit egale A 

f log (c+Ve’—1), ?(x) tend vers f(x), pour m = x. 
3°. Si la fonetion f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre 
deux droites paralleles A D et &quidistantes de cette droite, et si = represente 
l’affıe d’un point & l’interieur de la bande, la fonetion definie par l’Egalitc 





Pl) = — ——- Esin f(a) 


. - 

sın - —@ 
us ) 

\ . . 

ol » est un nombre impair et 


_ Zn+tl)o -012 n—1 


PT DE, ebd 205 
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et 


27 +1 2 
nr nA en CH CARE e 


2n 
quand f(e+o) = f(x), et olı » est un nombre pair et 


(27 +1)w Ä ’ n— 2 
op ME .n | 0 De are 


_— 


a= + 


quand f(e-+w) = — f(x), tend vers f(x), pour m = . 
Dans le premier cas .on peut encore &erire 


(x) = A,_, 608 (n—]1) — + A,_3 608 (n—5) _ Het As 
l 


0 


. 7TX . ‘ tr e 9 7TT 
+ B,_, sin (n—1) — + B,_, sin (n—3) ie ie B, sin 2, 
t l 


( 
et dans le second 


ITX 


P(z) = 4,_, 608 (n—]1) 0 


+ A,_; c08 (n— 5) RT 7 


) u) 


7TX IT 


„ +B.s sin n—-3) — ++ B, sin an, 


() 


+ B,_, sin (n—1) 


( 


\ 
Oli 


A = Zf(a), 


2 . nna : za ) na 
an > Y y a — \ . «| (o k 
A, _— 4 = Sin > f(a) sın (n k) u — n =/(a) GOS k 2 . (k 0) 
2 na a =, R za 
— \) inc nm Milde = o > N 
B,= sin e f(a) eos (n #) =. Zf (a) sin Äh 5 


4°. On transforme de la m&äme maniere les formules eonsiderees 
dans le n? 24. 


33. La doctrine exposee dans les n” 26 a 31 peut &tre etendue de 
la möme maniere au cas ol la periode de la fonetion f(x) est egale A w. 


; Xw r - AÄo A 
On doit poser alors x = 5. et considerer la fonction rG 5 qui admet 
TU 


ii d 


la periode 2. Des resultats auxquels on arrive de cette maniere nous 
indiquerons seulement les suivants. 


1°. Si la fonetion f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre 
deux droites paralleles & la droite anterieurement representee par D et 











equidistantes de cette droite, et que x soit l’affıxe d’un point ä& linterieur de 
cette bande, la fonetion definie par 1’E 


galite 


sin 


Z(— 1)" 


sin - (2 —.a) 


0) 


+1, +2 


._ 2Znne 
sın 
777 2) < 0) 
ı( u Bi 
2 sin 
0) 
ou 
um 
u a 
tend vers f(z), pour n = x. 





DW 2n® ar 28 
P,(x) = A,_, 608 (n—1) > + A,_; 608 (n— 5) = +..+ A, 
i  2nz 2 2x | . Zne 
+ B,_, sin (n—1) ah; B,_; sin (n— 3) +..++B, sin 
v 0) 
\ 
OU 
Kan 
A, mr a f(a), 
>" representant une somme qui se rapporte aux valeurs impaires de n, et 
k n J \ > PN , 
1 >... ZUNG 
B, = - Zf(a) sin 
R n K / 0) 
2°. On trouve de la m&me maniere que la fonetion 7, (z), detinie par 
l"equation 
2nnz . nz 
. ee f (a) cos sın 
v. EzNITX . ZnıiTtQO () 167) 
P, (x) = f(V) cos + -_ > sn 
ı( ) X ) 0) un ‚, 7a 
n sin - (a— x) sin 
6 ( 
ou 
2nser 2 (n—1l)nz 
P, (x) = A, cos ar + A,_ı 608 2 +..44, 
. 2nrız . 2(n—1])nz Ru. 
+ B, sın 3 +B,_, sin be +.-++B, sin 5 
21* 
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TA 


0) 


un tler 2), 8; 


On peut donner a la fonction 7, (x) la forme suivante: 























[(a), 















ou 
A= a = /(a 
ee, 


1 ’ ,2na 
A, = 5 = f(a) cosk or 
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(0 << = n) 
1 . 2rra 
B, = EZ f(a)sink Km) 
Ve5- f (a) sin k = ( 
1 . 2nna ra 
A, = f0)-5,2 sin gr f(a) Got a: 
1 . 2nna 
B, = 3, sin Ben f (a), 
> 
d = + Zn+ 1) o („=412,...2—1), 
. 4n I 


tend vers f(x), pour n ==, 


34. La formule (13.) peut ötre &tendue au cas oü la fonction f(x) 
admet des pöles ou des points singuliers essentiels a l’interieur de A, comme 


on va voir. 


Soient b,, b,, ..., b, ces points. Il resulte d’une theorie que nous 
avons considerdce dans ce journal (tome CXXII, p. 116) quwil existent A 


developpements Y, (2), % (2), ...,Y, (x) de la forme 
AO AO A 
PR) E Em  a a) " 


telles que la fonetion F (x) definie par l’&quation 


ik 
Fa) = f()- 2 9) 
est holomorphe dans l’aire limitee par A. 


On peut done lui appliquer la formule (13.), et il vient 


F(x) = Il(@)+ [ ot Such ode Sk... inner. RP 


2ir / sin(3—x) sin (s—a,)--- sin (s— Qu) 
A 


ot /I(x) represente une fonction entiere de sinx et cosz, qui satisfait aux 


eonditions 
II (a,) — / (a,), II (a,) = F (a,), ER II (a,) — F (a,). 


Mais on a, en posant P (x) = sin (r—-a,)...(c—a,), 


(DO un SDR 0 5 ER 


sin (s—- x) P(z) sin (3— x) P (z) 


sin (3— x) P(z)’ 
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et 
( u-7 AU P(x)dz 
J sin (@—x) P(z) 5 sin(@— z)sin’(s—b,) P(z) 
A 
| 5 = 2in(R,+R 
EF- („—z)sin (—b)P(z) in(Rı+R. +), 
A 


en representant par R,,R;,... les residus de la fonetion 
1 


sin (s— x) sin? (3 — b,)sin (s— a,) --- sin (s—a,,) 
par rapport a ses pöles. 

Or, en posant e” = t dans cette fonction, on obtient une fonction 
rationnelle de £, et on voit que le degr@ de son nume£rateur est inferieur 
de deux unites, au moins, & celui du denominateur. En representant done 
par 7, 73,73, ... Ses residus par rapport A ses pöles et en ayant egard A un 
theor&me bien connu on peut Ecrire 

HtrHntnr = 
Mais on a (Hermite, Cours d’Analyse de l’ Ecole Polytechnique, \. 324) 
,=3BR, n= R,..: 


Done 


dz 4 
fi (@—a) sin (@—b)P@) 


On a, par consequent, la formule: 


f(z)sin(2 —a,)--- sin (z— a,,) 


i=k | ] » - 
f(x) 2; I (2) + = P (2)+ 2irr F sin (2— x) sin (s—a,) + sin (s—a a 


que nous voulions demontrer. 
35. L’integrale qui a &t@ le point de d&part des recherches contenues 
dans ce chapitre est un cas particulier de la suivante: 


R (x) a. [ f (z) sin® (2— a,)--- sin‘ (2 — a,,) A 


Din sin (3— x) sin? (3—a,) --- sin‘ (z—q,, I 


i 
qu'on pouvait aussi etudier de la m@me maniere, et etendre ainsi quelques-uns 
des resultats obtenus anterieurement. Mais nous ne considererons pas cette 
generalisation, et nous allons nous occupper seulement de l'integrale 

1 . z) sin“ x 


2in / sin (s— x) sin® 
A 
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qui se rapporte & la theorie du developpement de f(x) suivant les puissances 
de sin. 

En appliquant a cette integrale le theor&eme fondamental de la 
theorie des residus, nous avons trouve, dans un article publi& dans le 
Bulletin des Sciences mathematiques (2° serie, t. XIV) les formules suivantes: 


7 ı > a—] 
f(x) = E K,,.sin”t" c+cosze Y L,sin"c+R(e), 
n == n=0 
si « est pair; et 
I (a—1) _ (a-1) 


f(a)= & K,sin”c+cose Y L,,.sin”"c+R(e), 


== () 2==VU 


si @ est impair, et nous avons donne une methode pour caleuler de proche 
en proche les coeffiecients. Il en resulte que, si la fonction f(z=) est 
holomorphe dans l’aire limitee par un ovale 'sinz|=e (ot e<|]), on a, 
pour tout point © & son interieur, 


- Rn 
(A) f(x) = 3 K,,sin”'"'z+cosz FE L,sin” z, 
Bun ==d 
et 
(B) f(x) = 3 K;,sin"c+cosze 3 L,, sin”+' ze. 
n—( El, 


Or nous allons deduire ces resultats, et aussi des formules gene@rales 
pour le ealeul des eoeffieients, au moyen des theor&mes demontres dans un 
travail sur le developpement des fonctions en serie ordonnee suivant les 
puissances du sinus, que nous avons publie dans le tome 116 de ce journal. 

Pour cela, nous remarquerons, en premier lieu, qu’on peut repr&senter 
d’une infinitE de manieres differentes f(x) par des expressions de la forme 


f(@) = py(z)+w(e) cos«, 
ou px) et w(x) sont, comme f(x), holomorphes dans l’aire limitee par un 
ovale sinz' = ec (e<1), et qu’on peut completer la determination de p (x) 
et de w(xz) au moyen de la condition que l’une de ces fonctions soit paire 
et Yautre impaire. On en conelut, en appliquant un theoreme demontre dans 
l’articele rapporte, qu’on peut developper y(x) et w(x) en serie ordonnee 
suivant les puissances de sinz, quand x est l’affıxe d’un point & l’interieur 
de l’ovale considere, et que, par consequent, f(x) peut etre repr&sentee par 
les deux developpements pre&eedentes. 














Teixeira, sur la convergence des formules d’interpolation de Lagrange, de Gauss. 16] 


Nous allons maintenant determiner les coeffieients de ces deve- 
loppements. 

Soit premierement (x) une fonction paire et w(x) une fonetion 
impaire. En appliquant a ces fonetions la formule (12.) de l’artiele rapporte 


on trouve 


Br (?n) , el!) _@an-2) ; h sh u 
4 Y (f )) g- NDR f (0) > 1 N p (0) 5 w 

p (x) — l)r & 15905, sın" x 

u) = 3 UN td 0) 

ya) ar  eaf sin”"+' r, 

Er 1.2... (2n-+1) 
et ensuite, en derivant les deux membres de ces ERROR par rapport A x et 
en ehangeant dans les resultats p (x) et w (x) en w, (x) et y,(r), 
- wi 00,4 Sam Tu 3) + er. 4 S,. ) N Ci 
viz)=’c0o82: \ —— sin IL. 
| , 1.2... 2u—1]) s 


z y 0 (?n—?2) no: : (nr) : 
‚ S inet € (O)+ ++ +84 91 (0) _. 
p,(®) =cost 2 (04 . = ) NT sin”. 
N 0 | 


Mais, en posant 


% JS. 
p (=) m 0082 EZ u” z, v(«) = At 
n 


0) N () 


la formule (A) donne 
fe) = w(a)tn.(e). 
et, par consequent on a 
f'(0) = w'(0), f' (0) = w"(0), 
(0) = 4.0), 0) = (0), 
Done 


1. - Ott ts fl0) 
un ı = 2. 


} (n+1 (2n—1 a : (n N, 
EEE TR OERERT NL) 


2n+1 1.2... 2n+1) 
On trouve de la m@me maniere les formules suivantes: 


(2 1 N y(] el2n—1 n ! \ 
! BER Ri ... Be (++ Sinn f (0) 
AIn+i EM: In - ” -1) I 


OH") + Sf" (0) 


7) Ga = 
. m... u 
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Dans ces formules s‘;}, represente la somme des eombinaisons des nombres 
1°, 3°, 5°, ..., (2r— 1)’ 
pris m a m; et S$.? Ja somme des eombinaisons des nombres 
2°,4°,6°,..., (2n—2)° 
pris aussi m a m. 
Les formules preeedentes peuvent &tre &erites symboliquement de la 
maniere suivante: 


ı.. -FOPFO+LOW+ 3... PO)+@n— 1 


y 1.2...2n 
K. . - BON +3T.- PO) +@R— 1? 
In+1 1.2...(2n +1) 


v.. - OFO+2IO+4)... f’O+@m)) 
N; 1.2...(2r +1) 


x, - FLO OH. POD+@R—-D] 


nr 5... 00 














Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen 
Gesellschaft für das Jahr 1906. 


Durch neuere Arbeiten von Hurwitz, Matter, Krause”) u. a. hat die Theorie 
der Bernoullischen Zahlen und Functionen nach verschiedenen Seiten hin eine be- 
merkenswerthe Erweiterung erfahren. Da eine Fortsetzung dieser Untersuchungen nicht 
blos für die Functionentheorie, sondern auch für die Zahlentheorie wie für die Theorie 
der elliptischen Funktionen von Wichtigkeit sein dürfte, so wünscht die Gesellschaft 
dazu die Anregung zu geben und schlägt, ohne damit die Arbeitsrichtung etwaiger Be- 
werber beschränken zu wollen, 

eine Untersuchung der den Bernoullischen Zahlen analogen Zahlen, 
namentlich im Gebiete der elliptischen Functionen vor, welche die 
complexe Multiplication zulassen. 

Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wenn nicht die Gesell- 
schaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern Sprache gestattet. 
in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen einseitig 
geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem ver- 
siegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit 
trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungs- 
schrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche dis 
Arbeit für den Fall, dass sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die 
Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und 
die Zusendung ist an den derz. Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1903 Geheimrat 
Professor Dr. Ferdinand Zirkel, Leipzig, Thalstrasse 53) zu richten. Die Resultate 
der Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März 
des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden 
Eigentum der Gesellschaft. 


*) Hurwitz, Göttinger Nachr. 1897, S. 273 und Mathem. Annalen Bd. 51, S. 196, Matter 


Naturforsch. Gesellsch. Zürich 1900, S. 238, Krause, Leipziger Berichte 1902, S. 13%. 
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Zur Theorie der Systeme. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


Sind 


A= (a,) und B= (b,,) 


zwei Systeme -ter Ordnung, deren Elemente ganze oder gebrochene Grössen 
eines beliebigen Rationalitätsbereiches sind, so heisst B ein Vielfaches von A, 
wenn man zwei ganze Multiplicatoren P und Q so bestimmen kann, dass: 
(1.) B=PAQ 
ist. Dann gilt der für die ganze Determinantentheorie grundlegende Satz, 
dass B dann und nur dann ein Multiplum von A ist, wenn die KElementar- 
theiler von B Vielfache der entsprechenden Elementartheiler von A sind. 
Ich habe für diesen zuerst von Herrn Frobenius aufgestellten und bewiesenen 
Satz im 114. Bande dieses Journals einen Beweis gegeben und ihn in 
einem an Herrn P. Muth gerichteten und von ihm im 122. Bande desselben 
Journals S. 84—87 veröffentlichten Briefe in einem wesentlichen Punkte 
vervollständigt. Bei der Herausgabe der Kroneckerschen Vorlesungen über 
Determinantentheorie habe ich nun 


gesehen, dass die in jenem Zusatze 


angewandte Methode so modifieirt werden kann, dass sie einen neuen ganz 
besonders einfachen Beweis jenes Satzes ergiebt. Ausserdem kann die hier 
angewandte Transformation eines Systems bei vielen Fragen der höheren 
Determinantentheorie mit Erfolg benutzt werden. Endlich lässt dieser Beweis 
auch erkennen, welches in jedem einzelnen Falle die Multiplieatoren sind, 
um welche sich die Elementartheiler von 5 von den entsprechenden Theilern 
des Systemes A unterscheiden. 

Jedes der beiden ganzen Systeme P und Q in der Gleichung (1.) 
kann bekanntlich als ein Produet von Einheitssystemen (ganzen Systemen 
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mit der Determinante Eins) und einer Anzahl von Elementarsystemen 
P, 0, ... 0 

ii ET 

(2.) Dei, 


RE 
dargestellt werden, in denen p eine irreductible ganze Grösse des Bereiches, 
also z. B. eine Primzahl, oder eine unzerlegbare Function von x, oder aber 
auch, worauf hier Gewicht zu legen ist, gleich Null sein kann. 

Da nun durch die Composition des Systems A mit beliebigen 
Einheitssystemen, seine Elementartheiler bekanntlich nicht geändert werden, 
so ist die Richtigkeit unseres Satzes nur für den Fall zu beweisen, dass B 
aus A durch vordere oder durch hintere Composition mit einem Elementar- 
system (p) hervorgeht; und offenbar genügt es, den Beweis nur für einen 
von diesen Fällen, etwa für die vordere Composition zu führen. Es ist 
also nun zu zeigen, dass für die beiden Systeme: 

Ayıy Ayoy or un, P 41, Ayay ++» Ay 


r% \ Ad» 4, ... ds, Ad; (dy,. ... d; 
.) Au und B=(p)A= Lu ge 


Gr Bar Pa, Opay ++: Opm 
die Elementartheiler des zweiten Systems Multipla der entsprechenden Ele- 
mentartheiler des ersten sind. 

Ist > 0, so unterscheiden sich die Determinantentheiler, also auch 
die Elementartheiler von B von den entsprechenden Theilern von A höchstens 
durch eine Potenz von p. Also braucht man in diesem Falle nur die ın 
den Klementartheilern beider Systeme enthaltenen Potenzen von p mit ein- 
ander zu vergleichen. Ist dagegen p = 0, so ist der verlangte Beweis 
ebenfalls erbracht, wenn nachgewiesen ist, dass die Elementartheiler von B 
einen beliebigen Primfaetor p mindestens ebenso oft enthalten, wie die 
Klementartheiler von A. Wir untersuchen daher die Elementartheiler von 
A und B nur in Bezug auf einen Primfactor p, welcher gleich p ist, falls 
p = 0 ist, während wir p beliebig annehmen, wenn p = 0 sein sollte. 

Transformirt man nun das System A dadurch in ein anderes A, dass 
man beliebig oft 

1. irgend zwei Parallelreihen vertauscht, 

2. zu einer Reihe ein Vielfaches einer Parallelreihe addirt, 
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3. eine Reihe mit einer p nicht enthaltenden ganzen oder gebrochenen 
Grösse multiplieirt, 

aber dabei festhält, dass die beiden ersten Operationen niemals auf die erste 

Vertiealreihe V, angewendet werden dürfen, so wird V, einerseits und das 

System der (a—1) letzten Verticalreihen (V;,V;,..., V,) andererseits völlig 

getrennt von einander transformirt. Durch eine solche Umformung geht 

also von selbst = (p)A in B= (p)A über, und die Elementartheiler von 


B und A stimmen modulo p betrachtet mit denen von B und A überein, so- 
dass man ebenso gut die transformirten Systeme untersuchen kann. 

Durch die gestatteten 'Transformationen kann man nun bekanntlich 
das aus (V;,,V3,..., V,) bestehende Partialsystem für sich in ein Diagonal- 
system überführen, dessen Diagonalelemente Potenzen von p sind, und von 
denen jedes ein Theiler des nächstfolgenden ist. Durch dieselben Um- 
formungen geht dann das ganze System A in ein äquivalentes über, welches 
die folgende Form hat: 

TE 
A ae 


ET 


DE e 








Hier ist allgemein 0, < d,,,. und ist r der Rang des Thheilsystemes (V;, ..., V,). 
so sind alle seine Diagonalglieder vom (r+1)-ten ab gleich Null. 

Wir formen jetzt durch die gestatteten Trransformationen dieses System 
so um, dass auch die Elemente e, in Potenzen p“ von p übergehen, von 
denen jede ein Theiler der folgenden ist, und die überdies so gewählt 
werden, dass in der Reihe p”,p®,... von dem ersten Gliede anfangend jeder 
Exponent &,&,... so klein als möglich wird. Ist nämlich allgemein 
e; = el” pi, so.können wir zunächst von vornherein annehmen, dass &, der 
kleinste unter allen Exponenten ist. Wäre nämlich etwa & <&,, so könnten 
wir die zweite Zeile H, zur ersten H, addiren, wodurch diese in 


(e&+e;, p”,p”,0,..., 0) 


übergeht, und dann das dritte Element p” von H, wieder dadurch beseitigen. 


ER 


dass wir von V, das p””"-fache von V, abziehen. Enthält ferner e, = e!” p“ 


die niedrigste Potenz von p, so können wir die erste Horizontalreihe 4, 


23* 


ud € 
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durch el” dividiren, und hierauf V, mit e{” multiplieiren; dann tritt nur p“ an 
die Stelle von e,, während das System sonst ungeändert bleibt. 

In gleicher Weise kann man nun erreichen, dass die in &, = e!” p‘ 
enthaltene Potenz von p nicht grösser ist, als die in &,...,e, auftretenden 
Potenzen. Ausserdem können wir aber auch voraussetzen, dass 

9 —8 0, 


ist. Wäre nämlich & > .,+Jd,—d,, so braucht man nur zu der Horizontal- 
reihe A, das p’ °-fache von H, zu addiren, wodurch sie in: 
(e+p"" >, p%, p",0...0) 

übergeht, und dann V,; von V, zu subtrahiren. Dann ist das neue Glied 
©, = p"+"9re, n.d. V. genau durch p“*%=% theilbar, w. z.b. w. Fährt 
man in derselben Weise fort, so erhält man zuletzt ein zu A äquivalentes 
System: 

u. p?: Br 
ge, p”: 0 


po”, 0 0...p” ...0 








in welchem die Exponenten d\},..., d, einerseits und die Exponenten &,, .... &;ı 
andererseits eine Reihe nicht abnehmender Zahlen bilden, wo aber die 
Iixponenten d ebenso rasch oder rascher zunehmen, wie die Exponenten &, 
weil allgemein: 
(4.) El Pe A 7 

ist. Sollte das (r+1)-te Element von Y, gleich Null, also der Rang des 
ganzen Systems ebenfalls gleich r sein, so ist das Element p”+' durch 
Null zu ersetzen. Das zugehörige System B = (9)A ergiebt sich, falls 
Dö — p ist dadurch aus A, dass die Exponenten &; um eine Einheit vergrössert 
werden; ist dagegen 5 = 0, so ist in A einfach die erste Verticalreihe 
durch Nullen zu ersetzen. 

Die Elementartheiler des Systems A kann man nun sehr leicht, 
z.B. dadurch bestimmen, dass man es nunmehr durch ganz beliebige Ele- 
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mentartransformationen in ein Diagonalsystem überführt. Es seien 
(d.) pr >d,, 0), .... 8, Ze, 


und &, sei der erste Exponent, welcher kleiner als d, ist. Dann gilt das- 
selbe von allen folgenden Exponenten &;,,,..., da diese ja nieht rascher 
zunehmen, als die Exponenten d. Dann kann man zunächst an die Stelle 
der Elemente p“,...,p“-ı dadurch Nullen bringen, dass man von YV, der 
Reihe nach pt=9: V,, p=%YV,, ..., p“'-=%-ıY, subtrahirt. In dem so sich er- 
sebenden Systeme kann man nun auch an die Stelle aller Elemente 
pi, pfit?,...,p“"+ Nullen setzen, indem man, von H,,, anfangend, von 
jeder Zeile H,,, das p**+1"%-fache der vorhergehenden Zeile H, abzieht. So 
erhält man das äquivalente System: 

0, p", Bam eu ae Ei aaa 


0. m ca p’i-! 


p“, 0), m p”i, 
0, VÖ, a — peitarme, \ p’i- 
0, 0, a a: Fa () — pPiHitfi+ il, p’i+? : 








Hier kann man endlich die Elemente p’i, p°‘+,... dadurch successive zu 
Null machen, dass man ein geeignetes Multiplum von V, von V,;,,, hierauf 
ein Multiplum von V;,, von V;,, abzieht u. s. w. Ist das geschehen, so er- 
giebt sich ein äquivalentes System, welches nur die von Null verschiedenen 
Elemente 
(6.) p°\, ..., p9-1, pi, p?: read, gr tl@r2me), ,..,perterHner 

enthält, welche sämmtlich verschiedenen Zeilen und verschiedenen Colonnen 
angehören. Und da die Exponenten von p offenbar auch ihrer Grüsse 
nach auf einander folgen, so sind diese Potenzen von p in der That die 
Elementartheiler von A. Genau dasselbe Resultat ergiebt sich unter An- 


wendung genau derselben Elementartransformationen, wenn man unter & 


den ersten Exponenten versteht, welcher gleich d, oder kleiner als Ö); ist. 

Um nun die Elementartheiler des Systems B = (p)A zu finden, hat 
man, fallsp = p ist, alle Exponenten &, um eine Einheit zu vergrössern. 
Dann folgt aus (5.), dass: 


(7.) rl iht>d;, 
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und dass &-+1 der erste Exponent ist, welcher gleich d, oder kleiner als 

d, ist. Also sind in diesem Falle die Elementartheiler von B gleich: 
(8.) a WERT u 9E 0RE an. Ü lic EAE 

d. h. alle Elementartheiler von B sind Multipla der entsprechenden Ele- 


mentartheiler von A; und zwar hat sich höchstens einer der Elementartheiler 
bei dem Uebergange von A zu B um den Factor p vermehrt. Ist dagegen 


5 = 0, geht also B aus A durch Weglassung der ersten Verticalreihe hervor, 
so sind die Elementartheiler von B 
(9.) pP", u, Pipe, pP’; 
sie sind also wegen (4.) ebenfalls Multipla der entsprechenden Elementar- 
theiler von A, da n.d. V. allgemein 
(et) ZI + (Er — &) 


ist. Der Satz ist somit in allen seinen Theilen bewiesen. 























Ueber die Brennpunkte, die Leitlinien und die 
Orthogonale einer ebenen algebraischen Curve 
beliebiger Klasse. 


(Von Herrn O0. Zimmermann in Zoppot.) 


Da: Problem, die Brennpunkte einer ebenen algebraischen Ourve 
zu bestimmen, ist ein specieller Fall der allgemeinen Aufgabe, die Schnitt- 
punkte der Tangenten zu finden, welehe sich von zwei conjugirt imaginären 
Punkten an eine solche Curve ziehen lassen. Der grösseren Klarheit der 
Vorstellungen wegen ist es jedoch vorzuziehen, jenes specielle Problem zu 
behandeln, wonach dann der allgemeine Fall nicht mehr besonders erörtert 
zu werden braucht. 

$1. 

Es sei C, eine beliebige algebraische Curve m-ter Klasse. Ihre 
Brennpunkte sind die m’ Schnittpunkte der Tangenten, welche sich von den 
beiden unendlichen Kreispunkten J, J an die Curve ziehen lassen. Wir 
nehmen nun in der Ebene der Curve C, irgend eine eireulare Curve g-ter 
Ordnung C/ an. Ferner denken wir uns eine Reihe von Curven n-ter 
Ordnung, unter denen sich eine cireulare befindet, welche durch C, be- 
zeichnet werden möge. Eine beliebige Curve C” der Reihe schneidet C* in 
ng Punkten p, von denen an die gegebene Curve C,, je m Tangenten gehen, 


welche sich gegenseitig in 


ee j 
5; m ng(ng—]1) 


Punkten a treffen. Während C” die Reihe durchläuft, beschreiben die 
Punkte a eine Curve 2, welche durch die m’ Brennpunkte von €, geht. 
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Denn der Reihe gehört auch die eireulare Curve C” an, welche C} unter 
anderen in den unendlichen Kreispunkten J, J' trifft. 

Durch das angegebene Verfahren erhält man allerdings nur solche 
reellen Punkte der Curve 2, von denen (unter anderen) je zwei reelle Tan- 


genten £, f an die Curve C, gehen, welche C/ in Punkten treffen, von denen 


auf £ und ! je ein reeller so gelegen ist, dass eine reelle Curve C” der 
Reihe sie passirt. Man erhält jedoch nicht diejenigen reellen Punkte a’ 
der Curve 2? (und die reellen Brennpunkte der Curve C,, gehören zu ihnen), 
von denen unter anderen zwei imaginäre Tangenten £,, f, an ©, gehen, 
welche ©’ unter anderen in zwei (imaginären) Punkten so treffen, dass auf 
t, und £, je einer so liegt, dass eine reelle Curve der Reihe sie passirt. 

Durch das angegebene Verfahren erhält man aber auf den sich er- 
vebenden Theilen der Curve & beliebig viele reelle Punkte, welche zur 
Erzeugung der ganzen Curve ausreichen, wenn ihre Ordnung bekannt ist.”) 

Wählt man nun zur Vereinfachung des Verfahrens für die eircularen 
Curven € und C bez. die g, und einen beliebigen Kreis (der jedoch so 
velegen sein muss, dass mindestens von einem Theile desselben reelle Tan- 
senten an die Curve ©, gehen), oder umgekehrt, so ergeben sich zwei 
Fälle, in denen, wie unten gezeigt werden wird, die Ordnung der Curve P 
leicht bestimmbar ist. Danach kann dieselbe durch Ourvenbüschel niederer 
Ordnung in der a. a. O. angegebenen Weise vollständig erzeugt werden. 

Beschafft man durch ein analoges Verfahren zwei neue Curven 2’, ®, 
so schneiden dieselben 2? in den m’ Brennpunkten der Curve (,. 


Erster Fall. 


» ») 
N id. 


Wir wollen also für die Curve C] die g,, für die Curvenreihe »-ter 
Ordnung aber ein Kegelschnittbüschel nehmen, welches einen Kreis 6° enthält. 
Dann schneidet das Kegelschnittbüschel die g, in einer quadratischen Punkt- 
involution (S),, für welche J, J' ein conjugirtes Paar bilden. Eine solche 
Punktinvolution spannt an einem beliebigen Punkte der Ebene, wie leicht 
ersichtlich, eine Ayperbolisch- gleichseitige quadratische Strahleninvolution. 
Daher wollen wir eine solche quadratische Punktinvolution der g,, welcher 


*) Öremona, Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, Uebersetzung 
von M. Curtze, Greifswald 1865, Th. Kunike, S. 76, $ 10, 53 ff. 
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J, J' als ein conjugirtes Punktepaar angehören, eine hyperbolisch-gleich- 
seilige quadratische Punktinvolution der g, nennen, wobei eine Verwechselung 
ausgeschlossen ist. 

Von je zwei conjugirten Punkten p, p’ der (S); ziehen wir an C,, die 
m Tangenten, welche sich in m’ Punkten a schneiden mögen. Während 
die Gruppe p, p' die Involution durchläuft, beschreiben die m’ Punkte a eine 
Curve 2, welche durch die m’ Brennpunkte von C, geht. 

Es muss nun die Ordnung der Curve ? bestimmt werden. Zu dem 
Ende denke man sich den dual entsprechenden Fall, und zwar folgender- 
massen verallgemeinert: 

Es sei eine Strahleninvolution 1. Ranges »-ten Grades (J)” mit dem 


Mittelpunkt O gegeben, welcher ein k-facher Punkt einer beliebigen festen 


2 


Jurve p-ter Ordnung C” ist. Jede Strahlengruppe der Involution trifft C 
ausser in O noch in je »(p—k) Punkten, deren Verbindungslinien eine 
Curve umhüllen, welche durch &,, bezeichnet werden möge.*) Um ihre 
Klasse zu ermitteln, bestimmen wir diejenigen ihrer Tangenten, welche 
durch einen beliebigen Punkt A der Ebene gehen. Ein beliebiger Strahl o 


des Punktes O trifft C” ausser in O noch in p—Ak Punkten P. Deren Ver- 


bindungslinien mit A treffen C” in (p—1)(p—k) neuen Punkten Q, welche 
in O die Strahlen ® spannen mögen. Dann entsprechen einem Strahle o 
stets (op—1)(p—k) Strahlen », und umgekehrt. Ferner entsprechen einem 
Strahle o in der Involution a—1 conjugirte Strahlen ® und umgekehrt. 
Mithin fallen”) 


(1) 2 (n-1)(p-1)(p—h) 


Strahlen &, w zusammen, welche einem und demselben Strahle o, des 
Punktes O entsprechen. Wir wollen die zusammengefallenen Strahlen », 
durch ®, bezeichnen. Dann ist o, auch ein Coineidenzstrahl », », wenn 
man w, als einen Strahl o betrachtet. Daher giebt es in der Involution (J)" 


(2.) (a—1)(p-1)(p-k) 
Paare von Strahlen o,, ®,, welche einer Gruppe angehören und die Curve © 
beziehlich in Punkten P,,Q, treffen, von denen eine Verbindungslinie durch 


*) Diese Curve, für welche diese Abhandlung nur eine Anwendung darstellt, ist 
von mir auch für den allgemeinen Fall behandelt worden, wo die Strahleninvolution 
durch irgend eine Curvenreihe vertreten wird. 

“") Vgl. dieses Journal, Bd. 125, S. 4, $ 2. 
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A läuft. Dieselbe ist daher eine Tangente der Enveloppe 3, 


deren Klasse 


*) 


also gleich (2.) ist. 
Befindet sich der Punkt O nicht auf C”, so ist k = 0 und 


o,=p(p-1l)(n—1). 


Behufs einer (hier ausreichenden theilweisen) Charakteristik der Curve 3, 
müssen die beiden Fälle der Lage des Mittelpunktes O der Involution ge- 
trennt werden. 


I. Der Punkt O liegt nicht auf der Curve C”. 
Die Dupel der Involution berühren C’ nicht”). 
Wie leicht ersichtlich, sind die 2(2—1) Dupel der Involution 
- p(p-1)-fache Tangenten von &,,, und es gehen an diese Curve 
von O aus keine anderen 'Tangenten, denn es ist jetzt 


o,=p(p-1) (n—]). 
Bezeiehnen 


(4.) Pıy Pay, Pr, 


die Schnittpunkte eines Dupels d mit C’, so werden je zwei dieser 
Punkte durch O und einen Berührungspunkt harmonisch getrennt, 
was sich durch eine Infinitesimalbetrachtung sofort ergiebt. Ferner 
sind die Taangenten, welche die Curve C” in den Punkten (4.) 
hat, zugleich Tangenten der Curve &,,, ohne sie jedoch im all- 
gemeinen in diesen Punkten zu berühren. 

Die zu d econjugirten a— 2 Strahlen der Involution schneiden 
die Curve C in p(n—-2) Punkten P, welche p-fache Punkte von 
>,, sind. Ihre Tangenten gehen nach den Punkten (4.). 

Eine der Tangenten, welche sich von O aus an C” ziehen 
lassen, heisse £, ihr Berührungspunkt B. Die zu £ conjugirten 
n—1 Strahlen der Involution schneiden C” in p (»n—1) Punkten, 
welche der Curve &,, angehören, und ihre Tangenten laufen in 
B zusammen. 


*) Unter „Dupel“ verstehe ich Doppelpunkte von Punktreihen oder Doppelstrahlen 
von Strahlenbüscheln, mit „Doppelpunkt“ dagegen bezeichne ich einen Doppelpunkt 


einer Curve. 
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2. Ein Dupel der Involution berührt 0”. 





Berührt ein Dupel d, die Curve ©” in $ Punkten b und schneidet 
dieselbe also noch in p—2/ Punkten, die durch a bezeichnet 
werden mögen, so berührt &,, die Curve C” in den Punkten b, 
Ausserdem berührt &,, das Dupel d, in - (p-2P) (p-2P—1) 
Punkten a’, welche mit 0 zusammen je zwei der Punkte a har- 
monisch trennen. 

Diejenigen % (p—2P) Punkte w,, welche mit O zusammen je 
einen Punkt a und einen Punkt b harmonisch trennen, sind Wende- 
punkte der Curve &,,, und das Dupel d, ist ihre Wendetangente. 

Diejenigen > P(P—1) Punkte w,, welche mit O0 zusammen 
je zwei Punkte b harmonisch trennen, sind Wendepunkte zweiter 
Ordnung, in denen die Curve &,, die zugehörige Wendetangente d, 
fünfpunktig schneidet. Wie man sieht, ist d, wieder eine - p(p-—1)-fache 


Tangente von >&,,, denn es ist 
1 1 a ai aa FR OP 
„pp-L)=P+rz,(p—-2P) (p-2P—-1)+2Plp-2P)+2PP—1). 


Ein zu d, conjugirter Strahl o der Involution schneidet die Curve € 
in p Punkten P, welche p-fache Punkte von &,, sind. Von den 
p Tangenten eines Punktes P gehen p—2/ nach den Punkten a, 
während in den nach den # Punkten b gehenden je ein Paar 
zusammenfällt. 

Die Tangenten, welche die Curve C” in den Punkten a 
hat, berühren >&,, auch, aber im allgemeinen nicht in diesen Punkten. 

Berühren mehrere Dupel der Involution die Curve ©, so 
silt für sie Entsprechendes; im übrigen bleibt das unter 1. 
(Gresagte bestehen. 

II. Der Punkt O ist ein k-facher Punkt der Curve 0. 
Die Dupel der Involution berühren C’ nicht. 

Ein Dupel d der Involution ist jetzt für die Curve &,, eine 
: (p—k)(p—-k—1)-fache Tangente, und seine Berührungspunkte 
trennen zusammen mit O je zwei der p—%k Punkte 


(9.) pP, P>, 2 P,—i 
harmonisch, in welchen d die Curve C” ausserhalb O noch trifft. 
24* 
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Die Tangenten von C” in den Punkten (5.) berühren auch 
>,,, aber im allgemeinen nicht in diesen Punkten. 

Die zu einem Dupel d conjugirten »—2 Strahlen der 
Involution treffen C” ausserhalb O noch in (a—2) (p—%k) Punkten, 
welche (p—A)-fache Punkte von $,, sind, und ihre Tangenten 
sehen nach den Punkten (5.). 

Eine der Tangenten, welche von O aus an C” geht, aber 
nicht in 0 berührt, heisse #, ihr Berührungspunkt B. Dann 
schneiden die zu £ conjugirten »—1 Strahlen der Involution die 
Curve C” ausserhalb O noch in (a—1)(p—-k) Punkten, welche 
der Curve $,, angehören, und ihre Tangenten laufen in B zusammen. 


Da jetzt für die Curve &,, die Klasse 


0% 


= (a—1)(p—-1)(p—K) 
ist, so gehen ausser den Dupeln nun von O aus noch 


k(n—-1)(p-k) = n-1)(p-1)(p-k)-(n—1)(p—k)(p—-k—1) 
Tangenten an >,.. 
Ist nämlich 7 eine in O berührende Tangente von 0”, so 

sind die zu 7 conjugirten a—1 Strahlen der Involution offenbar 


(p—k)-fache Tangenten der Curve $,,. 
Ein Dupel der Involution berührt 0. 


Berührt ein Dupel d, die Curve C’ ausserhalb O in £ Punkten b 
und schneidet sie also noch in p—2P—k Punkten, welche a heissen 
mögen, so berührt &,, das Dupel d, in den Punkten b und in 


den ! p-2B-M) (p—2P—k—1) Punkten a’, welche mit O0 zu- 
sammen je zwei der Punkte a harmonisch trennen. Die ?(p—2P—k) 
Punkte iw,, welche mit O zusammen je einen Punkt a und einen 
Punkt b harmonisch trennen, sind Wendepunkte von &,,, und d, 
ist die zugehörige Wendetangente. Die ,B (B —1) Punkte w,, 
welche mit O0 zusammen je zwei der Punkte b harmonisch trennen, 


sind Wendepunkte zweiter Ordnung, in denen die Curve &,, die 
zugehörige Wendetangente d, fünfpunktig schneidet. 


Die Tangenten von C” in den Punkten a berühren auch 
die Curve &,,, aber im allgemeinen nicht in diesen Punkten. 





b) 
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Die zu d, conjugirten a—2 Strahlen der Involution treffen 
C” ausserhalb O noch in (a—2) (p— k) Punkten, welche (p — k)-fache 
Punkte von &,, sind. Von den Tangenten eines solchen Punktes 
sehen p—2P—k nach den Punkten a, während 5 Paare zusammen- 
fallender Tangenten nach den Punkten b laufen. Mithin ist d, eine 
!o-h (p-k—1)-fache Tangente von &,. Sind mehrere Dupel 


vorhanden, welche die Curve C” ausserhalb O berühren, so findet 
Entsprechendes statt. Im übrigen gilt dasselbe wie unter 1. 
Berührt ein Dupel d,, die Curve C’ in O und ausserdem in Punkten b, 
so schneidet dasselbe C” ausserhalb O noch in p-—2%—k—1 Punkten, 
welche durch a bezeichnet werden mögen. Alsdann findet Fol- 
sendes statt: 

Die Curve &,, berührt das Dupel d, in den 5 Punkten b 
und in denjenigen - (p—-2P—-k—-1) (p—2P—k—2) Punkten a, 
welche mit O zusammen je zwei der Punkte a harmonisch trennen, 
Ausserdem berührt &,, das Dupeld,, inO, und zwar (p—2P—k—1)-mal. 

Diejenigen %(p—2%-—k—1) Punkte w,, welche mit O zu- 
sammen je einen Punkt a und einen Punkt b harmonisch trennen, 
sind Wendepunkte von &,, und das Dupel d,, ist ihre Wende- 
tangente. 

Diejenigen = P(P—1) Punkte w,, welche mit 0 zusammen 
je zwei der Punkte b harmonisch trennen, sind Wendepunkte 
zweiter Ordnung der Curve &,,, welche die zugehörige Wende- 
tangente d,, in ihnen fünfpunktig schneidet. 

Ferner ist O (man erkennt dies durch Betrachtung der Punkte 
der Curve C* in der Umgebung von O und von einem der Punkte b) 
für die Curve 3, ein /-facher sichelförmiger Rückkehrpunkt, 
dessen. beide Zweige auf einer und derselben Seite der zugehörigen 
Rückkehrtangente d,, liegen. 

Die Tangenten der Curve €’ in den p—2P—k—1 Punkten a 
und in O (also d,, selber) berühren &,, auch, aber im allgemeinen 
nicht in diesen Punkten. 

Mithin ist jetzt das Dupel d,, eine 


[: (p—k) (p—-k—1)+ 1 |-fache 
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Tangente von 3,,, es lassen sich aber an diese Curve von O aus 


 (o-M) (p—k+1) 


Tangenten ziehen, die mit d,, zusammenfallen. 

Die zu d,, conjugirten »--2 Strahlen der Involution sind 
(p—k)-fache Tangenten von &,,, ihre (a—2)(p—k) ausserhalb O 
gelegenen Schnittpunkte mit der Curve ©” sind (p—k)-fache Punkte 
von &,, und es gehen von einem solchen Punkte p—-2P-k 
Tangenten nach den Punkten O und a, während nach den Punkten b 
je zwei zusammenfallende Tangenten laufen. 

Berühren mehrere Dupel der Involution die Curve ©" in 0, 
so gilt für sie Entsprechendes, und im übrigen findet das unter 1. 
und 1,a) Gesagte Anwendung. 

Jede andere Annahme über die Berührungen der Dupel der Involution 
mit I, ete., wie sie in diesem Paragraphen beschrieben worden sind, führt 
zu widersinnigen Folgerungen. 

Zerfall der Curve F&%,. 

Es möge noch auf den etwaigen Zerfall der Curve &,, hingedeutet 
werden, obwohl der Gegenstand hier, als zu weit führend, nicht erschöpfend 
behandelt werden kann. 

Gehören 4 Tangenten des 4-fachen Punktes O der Curve C” einer 
und derselben Gruppe der Involution (J)* an, so ist derselbe, als Enveloppe 


betrachtet, offenbar ein 5 4 (4’—1)-facher Bestandtheil der Gesammteurve 


5, Die Klasse der übrigbleibenden eigentlichen Curve X, ist also gleich 


(a1) (p-1)(p-M—5k (k-1), 


Jene 4 Tangenten sind (K—1)(p—k—1)-fache Tangenten, und die 
mit ihnen eine Gruppe der Involution bildenden »—4’' Strahlen sind 
k'(p—k)-fache Tangenten der Curve 3. 

Haben 4" Tangenten des k-fachen Punktes O0, welche einer und der- 
selben Gruppe der Involution angehören, in O mit je 

Ben Bir ann Ay 
Zweigen der Curve C’ eine Berührung, so ist O ein 
(2 + +2 )+2@3 ++ Zr) + Zi Zur )-facher 
Bestandtheil der Gesammteurve ete. etc. 
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Fallen von den %k Tlangenten des Punktes O 
k, kn, .., k, 
je in eine zusammen, und gehören diese 4 Tangenten einer und derselben 


r F . . . 1 " " z) * 

Gruppe der Involution an, so ist O ein „A(A—1)-facher Bestandtheil der Ge- 
sammteurve 3,, welche also noch aus einer eigentlichen Curve von der 
Klasse 


@-1) p-1)(p-M-5.Q@-1) 


besteht, und jene 4 Tangenten sind für sie (A— 1) (p—k-—1)-fache Tangenten. 
Die mit jenen 4 Tangenten eine Gruppe der Involution bildenden 2» —4 
Strahlen gehören der Curve aber als A(p—k)-fache Tangenten an. 


83. 


Um jetzt die Brennpunkte der Curve €, zu construiren, nehmen wir 
auf der g, eine hyperbolisch-gleichseitige quadratische Punktinvolution ($) 
an. Von den beiden Punkten jeder ihrer Gruppen gehen an €, je m Tan- 
senten, die sich in m’ Punkten a schneiden, deren Ort eine Curve m (m— 1)-ter 
Ordnung 2” ist und Fokalcurve heissen möge; denn sie geht durch die 
m‘ Brennpunkte von C,. 


Die Dupel von (3), sind : m(m—1)-fache Punkte der Fokalecurve, 
welche C,, unter anderen in den Berührungspunkten der Tangenten schneidet, 
die von jenen Dupeln an C,, gehen. 

Eine Asymptote der Curve ©, möge p, ihr Schnittpunkt mit der g, 
aber P, heissen. Zu P, gehört ein conjugirter Punkt P/, der Involution (3):, 
von welchem aus m Tlangenten p' an ©, gehen. Dieselben berühren die 
Fokaleurve in den Schnittpunkten, welche sie mit der Asymptote p ge- 
meinsam haben. 

Denkt man sich alle möglichen hyperbolisch-gleichseitigen quadrati- 
schen Punktinvolutionen auf der g,, so entspricht ihnen eine Reihe von 
Fokaleurven, von denen , m(m—1) durch einen beliebigen Punkt Q der 


Ebene laufen. Denn die m Tangenten, welche von Q an die Curve €, 


r u 
gehen, lassen sich in , 


m(m—1) Paare ordnen, von denen jedes die g, in 
zwei Punkten trifft, welche eine jener Involutionen bestimmen. 
Ist m >2, so sind drei Fokaleurven nöthig, um die Brennpunkte der 


Curve C, zu erhalten. 
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Ist C,, ein Centralkegelschnitt, so bilden sämmtliche Fokaleurven ein 
Büschel gleichseitiger Hyperbeln 4°, dessen Grundpunkte die Brennpunkte 
sind. Einer solehen Hyperbel können unendlich viele Parallelogramme 
einbeschrieben werden, welche dem Centralkegelschnitt umbeschrieben sind, 
und deren Seiten die g, in zwei Punkten treffen, welche die unendlichen 
Punkte der gleichseitigen Hyperbel harmonisch trennen. Alle diese gleich- 
seitigen Hyperbeln sind mit dem Üentralkegelschnitte concentrisch. Die zu 
den Asymptoten einer solchen gleichseitigen Hyperbel parallelen Tangenten 
des. Centralkegelschnittes berühren diesen in den Punkten, welche er mit 
jener gemein hat. Die gemeinsamen Tangenten # beider Curven gehen 
durch diejenigen Punkte der g,, welche mit je einem unendlichen Punkte 
des Uentralkegelschnittes zusammen die unendlichen Punkte der gleich- 
seitigen Hyperbel harmonisch trennen. Der Berührungspunkt der gleich- 
seitigen Hyperbel mit einer Tangente # liegt auf derjenigen Asymptote des 
Centralkegelschnittes, welche mit £ die unendlichen Punkte der gleich- 
seitigen Hyperbel harmonisch trennt. 

Die Axen des Uentralkegelschnittes bilden das einzige reelle Geraden- 
paar des Büschels gleichseitiger Hyperbeln, und man erkennt leicht, dass 
auf der grossen (reellen) Axe zwei reelle, auf der kleinen (imaginären) 
Axe aber zwei imaginäre Brennpunkte liegen. 

Um die Brennpunkte eines Centralkegelschnittes mittelst des Kreises 
zu construiren, wähle man auf einer Axe a desselben ein Paar beliebige 
ausserhalb des Kegelschnittes befindliche Punkte a,a‘. Diese bestimmen 
mit den (als bekannt fingirten) Brennpunkten dieser Axe eine quadratische 
Punktinvolution (S)”. Die von zwei conjugirten Punkten derselben an den 
Uentralkegelschnitt gezogenen Tangentenpaare schneiden einander in vier 
Punkten, deren Ort ein Kreis &° ist. Derselbe geht durch die Brennpunkte 
der anderen Axe, durch die Dupel jener Involution und durch die vier Be- 
rührungspunkte der Tlangenten, die sich von den Dupeln aus an den Uentral- 
kegelschnitt ziehen lassen. Von denjenigen Punkten der (3), welche zu 
den auf der Axe a gelegenen Scheiteln des Oentralkegelschnittes konjugirt 
sind, gehen je zwei gemeinschaftliche Tangenten der beiden Curven aus. 
Sie berühren den Kreis &° in seinen Schnittpunkten mit der betr. Scheitel- 
tangente. 

Legt man also durch die vier Schnittpunkte der von zwei beliebigen 
Punkten einer Axe an einen Üentralkegelschnitt gezogenen Tangenten 
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einen Kreis, so enthält dieser die Brennpunkte der anderen Axe, etc. ete. 
Und: Die Tangente und die Normale eines Punktes eines Oentralkegel- 
schnittes schneiden eine Axe desselben in den Endpunkten eines Dureh- 
messers eines Kreises, welcher durch die Brennpunkte der anderen Axe 
geht, ete. ete. (Dieser Satz ist z. T. bereits bekannt.) 


Man kann auch sagen: Derjenige Kreis, welcher eine Tangente 


eines Uentralkegelschnittes in ihrem Schnittpunkte mit einer Scheiteltangente 


0 
oO 


berührt und seinen Mittelpunkt auf der zu dieser senkrechten Axe hat, geht 
durch die Brennpunkte der anderen Axe, ete. ete. 


Beachtet man bei der Ellipse das von den Scheiteltangenten gebildete 
Rechteck, so erkennt man, dass der Abstand ihrer reellen Brennpunkte von 
den Scheiteln der kleinen Axe gleich der halben grossen Axe ist. (Die 
metrische Beziehung für Ellipse und Hyperbel wird auf andere Weise noch 
in $ 7 abgeleitet werden.) — 


Ist die g, eine %-fache Tangente der Curve C,, so ist die Fokal- 
eurve von der Ordnung (m—1)(m—k). Sie hat die Dupel von ($): zu 
! (m—h) (m—k—1)-fachen Punkten, die zu den Berührungspunkten der g, 
conjugirten Punkte der Involution aber zu (m—k)-fachen Punkten. Die 
Curve C,, wird von der Fokaleurve in den Berührungspunkten der 2 (m— k) 
Tangenten geschnitten, welche ausser der g, von den Dupeln der (S)’ an 
C,, gehen. Ist P|Ä ein Schnittpunkt der Curve C 


an m 


mit der g,, so gehen 
von dem ihm conjugirten Punkte der (3), ausser der g, noch m-—h 
Tangenten an C,, welche die Fokalceurve in denjenigen Punkten berühren, 
wo sie die durch P| gehende Asymptote der Curve C,, schneiden ete. 


Ist (m—1)(m—-k)>2, so sind drei Fokalcurven zur Bestimmung 
der Brennpunkte von C,, nöthig. Die nähere Beschreibung der Fokaleurven 
ergiebt sich für die wichtigsten besonderen Fälle dualistisch aus der im 
vorigen Paragraphen mitgetheilten Charakterisirung der Curve $,,. 


Die auf der g, liegenden Brennpunkte lassen sich am kürzesten 
ohne Hilfe der Fokaleurven in bekannter Weise finden. (Vgl. das Werk 
von Salmon-Fiedler über die Höheren ebenen Curven). 


Für die Parabel sind die Fokaleurven die Brennstrahlen ihres im 
Endlichen gelegenen Brennpunktes, zu denen auch die Axe gehört, deren 
unendlieher Punkt der andere reelle Brennpunkt ist. 
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Zwei beliebige ausserhalb der Parabel befindliche Punkte ihrer Axe 
bestimmen als conjugirte mit ihren beiden Brennpunkten zusammen eine 
quadratische Punktinvolution. Die von zwei conjugirten Punkten derselben 
an die Parabel gezogenen Tangenten schneiden einander in vier Punkten, 
deren Ort ein Kreis &° ist, welcher durch die Dupel der Involution geht 
und den im Endlichen gelegenen Brennpunkt zum Mittelpunkt hat. Die 
Berührungspunkte der von den Dupeln an die Parabel gezogenen Tangenten 
sind die Sehnittpunkte dieser Curve mit €. Die zu den Scheiteln der 
Parabel conjugirten Punkte der Involution sind die Schnittpunkte je zweier 
gemeinsamer T’angenten beider Curven, und der Kreis berührt sie in seinen 
Sehnittpunkten mit den Scheiteltangenten, von denen die g, eine ist. Und: 
Tangente und Normale eines Punktes der Parabel schneiden auf der Axe 
eine Strecke aus, deren Mitte der endliche Brennpunkt ist ete. 

Berührt eine Curve C, die g, in mehreren Punkten, so kann der 
Zerfall einer oder mehrerer Fokalcurven herbeigeführt werden. Ist nämlich 
> 1, so kann man zwei der Berührungspunkte der g, zu conjugirten 
Punkten einer hyperbolisch-gleichseitigen quadratischen Punktinvolution der 
g, wählen, für welehe dann die betr. Fokaleurve in die g, und eine Curve 
von der Ordnung 

(m—1) (m— k)—1 
zerfällt. 

;erührt C,, die g, in den unendlichen Kreispunkten k-mal (k >0), 
sonst aber noch 4-mal, so bildet die g, einen 4°-fachen Bestandtheil aller 
Fokaleurven, welche beliebigen hyperbolisch - gleichseitigen quadratischen 
Punktinvolutionen der g, entsprechen, und die Ordnung der übrig bleiben- 
den eigentlichen Fokaleurve, auf welcher die im Endlichen befindlichen 
(m—3k—k') Brennpunkte der Curve C,, liegen, ist gleich 

(m—1) (m—2k—k)—k". 

Wählt man zwei der Punkte, in denen C, die g, ausserhalb der un- 
endlichen Kreispunkte noch berührt, zu ceonjugirten Punkten einer hyper- 
bolisch-gleiehseitigen quadratischen Punktinvolution der g,, so entspricht ihr 
eine Fokaleurve, deren Ordnung um 1 geringer ist als die obige. 

Ist jeder der beiden unendlichen Kreispunkte für C,, ein Wende- bez. 
Undulationspunkt, in welchem die g, von dieser Ourve k-punktig geschnitten 
wird, während sie die g, anderweitig noch 4#-mal berührt, so ist die g, für 
diejenige Fokaleurve, welche einer beliebigen auf ihr befindlichen hyper- 
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bolisch-gleichseitigen quadratischen Punktinvolution entspricht, ein einfacher 
Bestandtheil, und die Ordnung der übrigbleibenden eigentlichen Fokaleurve 
ist gleich 

(m—1) (m —-2k—k+2)—1, 


etc. 
Ist m = 3 und berührt eine Curve C, die g, in zwei Punkten P,, 
P',, so bestimmen diese eine hyperbolisch-gleichseitige quadratische Punkt- 


involution, von deren Dupeln aus zwei Tlangenten an ©, gehen, welche #, f 
heissen mögen. Die Verbindungsgerade ihrer Berührungspunkte ist auch 
eine Tangente £, von C, und stellt mit der g, die jener Involution ent- 
sprechende Fokalcurve vor. Der im Endliehen befindliche einzige reelle 
Brennpunkt der C, liegt also auf der Tangente #,. 

Da die dreispitzige Hypoeyeloide z. B. die g, in den unendlichen 
Kreispunkten berührt, so stellt jede ihrer T’angenten zusammen mit der g, 
eine Fokaleurve vor, d. h. sie hat keine im Enndliehen befindlichen Brenn- 
punkte. (Das Vorstehende folgt aus sehr bekannten Eigenschaften der 
Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt.) 


S.4. 
Die Orthogonale. 

Der Ort der Scheitel der einer Curve m-ter Klasse Ü,, umbe- 
sechriebenen rechten Winkel, welchen wir Orthogonale nennen wollen, steht 
zu den Brennpunkten in einer innigen Beziehung und mag deswegen hier 
bestimmt werden. Wir denken uns daher auf der g, diejenige quadratische 
Punktinvolution (3),,, welche die unendlichen Kreispunkte J, 7 zu Dupeln 
hat und deshalb die eirculare quadratische Punktinvolution der g, heissen 
möge; denn sie spannt an jedem im Endlichen gelegenen Punkte eine 
eireulare quadratische Strahleninvolution. 

Zieht man von zwei conjugirten Punkten der (3);, die Tangenten 
an C,, so schneiden sich dieselben rechtwinklig in m’ Punkten p, deren Ort 
die Orthogonale ist. Wenn €, die g, nicht berührt, so ist die Orthogonale 


’ &, . Bi 
von der Ordnung m (m—1) und hat J,J zu „m(m— 1)-fachen Punkten. Sie 


Bu 


passirt die 2m Punkte, in welchen ©, von denjenigen 'Taangenten berührt 
wird, welche von J, J' aus an sie gezogen werden können. Diese Punkte 


mögen als Fokalpunkte, ihre 'T'angenten aber als Fokaltangenten bezeichnet 
werden. 


95% 
25 
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Schneidet die Curve C,,, welche wir zunächst als allgemein voraus- 
setzen wollen, die g, in m (m—1) Punkten 


(1.) Pi, Pay or Pnm-n: 
so wollen wir deren 'Tangenten, also die Asymptoten von C, durch 
(2) a 


bezeichnen, während die zu den Punkten (1.) conjugirten Punkte der In- 
volution (S),, 

(3.) Dis Pay een) Prucmn 
heissen mögen. 

Dann sind die Tangenten, welche von den Punkten (3.) an C,, gehen, 
zugleich auch 'Tangenten der Orthogonale, und die zugehörigen Berührungs- 
punkte befinden sich auf derjenigen der Asymptoten (2.), welche denselben 
Index hat wie der betreffende der Punkte (3.). Dies folgt dualistisch aus 
dem in $ 2 über die Curve &,, Gesagten. 

Hat die Curve C, die g, zur k-fachen Tangente, so ist die Ortho- 
sonale von der Ordnung (m—1) (m—k) und hat die zu den Berührungs- 
punkten der g, conjugirten Punkte der (),, zu (m— k)-fachen, die unend- 
lichen Kreispunkte aber zu. (m—k) (m —k—1)-fachen Punkten. 

Berührt ©, die g, nicht in den unendlichen Kreispunkten, so ist es 
für die Vielfachheit dieser Punkte in Bezug auf die Orthogonale gleich- 
gültig, wie oft C,, die unendlichen Kreispunkte passirt. 

Ist die g, eine %-fache 'T’angente von C,, und gehören die unend- 
lichen Kreispunkte zu den Berührungspunkten, so sind diese 


r (m— Ik) (m—k—1)+ 1 |-fache 


Punkte der Orthogonale (vgl. $ 2 die Curve 3,,). 

Unter Umständen kann die Orthogonale zerfallen. Zieht man z. B. 
in jedem Punkte einer beliebigen festen Curve n-ter Ordnung 0” die Tan- 
senten der durch ihn gehenden beiden Kegelschnitte einer confokalen 
Schar, so umhüllen diese eine Curve 3»-ter Klasse C,,, welche die g,, die 
semeinsamen Axen und Fokaltangenten jener Kegelschnittschar zu »-fachen 
Tangenten hat. Die Orthogonale der Curve C;,, zerfällt in C” und eine 
Curve 3r (2r—1)-ter Ordnung, welche die unendlichen Kreispunkte 
n (2n—1)-mal passirt. 
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Construction der Leitlinien einer ebenen algebraischen Curve beliebiger Klasse. 
Die Verbindungslinie der zu einem Brennpunkte gehörigen Fokal- 
punkte möge seine Leitlinie heissen und durch 2 bezeichnet werden. Dann 
ist es klar, dass eine Curve m-ter Klasse im allgemeinen m’ Leitlinien hat, 
von denen höchstens m reell sind. 

Um die Leitlinien einer gegebenen Curve m-ter Klasse (,, zu finden, 
nehmen wir auf der g, irgend eine hyperbolisch-gleichseitige quadratische 
Punktinvolution (3), an, von der a,a ein Punktepaar sei. Von a (a) aus 
sehen m Tangenten £ (f') an C,, welche m Berührungspunkte p (p’) besitzen. 
Verbindet man die m Punkte p mit den m Punkten p', so erhält man m’ Gerade, 
welche durch / bezeichnet werden mögen. Während die Gruppe a, a die 
Involution durchläuft, umhüllen die Geraden ! eine Curve, welche eine 
Leitliniencurve von C,, heissen mag, denn sie berührt die m’ Leitlinien von 
C,. Nimmt man noch zwei andere beliebige hyperbolisch-gleichseitige 
quadratische Punktinvolutionen auf der g, an, so entspricht einer jeden 
Die so erhaltenen drei Leitlinieneurven 


m ® 


eine neue Leitlinieneurve von C 
haben m’ gemeinsame T’angenten, nämlich die Leitlinien der Curve C,. 

Wie bei den Fokalcurven erhält man reelle 'Tangenten einer Leit- 
linieneurve ev. zunächst nur für reelle Punktepaare der betr. Involutionen. 
Doch kann man diese Leitlinieneurven vollständig construiren, da man 
beliebig viele reelle Tangenten derselben bestimmen kann. Die Leitlinien 
von C, berühren solche Theile der Leitlinieneurven, welche man durch 
Ergänzung erhält. 

Um die Klasse einer Leitlinieneurve zu finden, mag zum Ausgangs- 
punkt der Untersuchung dienen die dual gegenüberstehende 

Aufgabe. Es ist eine Curve »-ter Ordnung m-ter Klasse C,, und eine 
Strahleninvolution 1. Ranges p-ten Grades (J) gegeben. Die Tlangenten, 
welche die Curve in ihren Schnittpunkten mit irgend einem Strahle der 
Involution hat, werden von denjenigen Tangenten, welche sie in ihren 
Schnittpunkten mit den zu jenem Strahle conjugirten besitzt, in Punkten 
getroffen, deren Ort gesucht wird. 

Auflösung. Der Mittelpunkt O der Involution sei ein 4-facher Punkt 
der Curve C). Wir bestimmen die Schnittpunkte des gesuchten Ortes, 
welcher durch ® bezeichnet werden möge, mit einer beliebigen Geraden g. 
Von irgend einem Punkte g derselben gehen m Tangenten ? an die Curve C,,, 
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deren Berührungspunkte b heissen mögen. Die Strahlen Ob bestimmen je 
eine Gruppe der Involution, deren übrige p—1 Strahlen die Curve C,, 
ausserhalb O in je n—%k Punkten treffen, deren Tlangenten die Gerade g 
in m(n—k)(p—1) Punkten g’ schneiden, die dem Punkte g entsprechen. 
Umgekehrt entsprechen auch m (a—k)(p—1) Punkte g einem Punkte g. 
Die Correspondenzeurve der beiden Punktreihen (g) und (g‘) ist also von 


der Klasse 2m (n—k)(p—1) 


Zu den Coineidenzpunkten der beiden Punktreihen gehören die 2 (a —k) (p—1) 
Punkte g,, in denen die Gerade g von den Taangenten getroffen wird, welche 
die Curve C/, in ihren ausserhalb O gelegenen Schnittpunkten p, mit den 
Dupeln der Involution hat. Dem Orte B, welcher offenbar durch die 
Punkte p, geht, gehören die Coineidenzpunkte g, nieht an, wohl aber die 
übrigen. Um ihre Anzahl zu erfahren, construiren wir die Correspondenz- 
eurve und nehmen daher zwei beliebige feste Gerade c, ec’ an, deren Sehnitt- 
punkt M sei. Die beiden Punktreihen (g), (g’) spannen in O zwei Strahlen- 
büschel, welche die Geraden ce, ec’ beziehlich in den Punktreihen (ed), (€) 
schneiden mögen. Verbinden wir einen Punkt ce mit den ihm entsprechenden 
Punkten c', so umhüllt die Gerade cc’ die Correspondenzeurve, welche von 
der Klasse 2m (n—k) (p—1) ist. Diejenigen Tangenten, welche sich von 
D an die Correspondenzeurve ziehen lassen, schneiden die Gerade g in den 
Coineidenzpunkten der beiden Punktreihen (9), (9). Nun ist zunächst klar, 
dass die Geraden, welche O0 mit den Punkten g, verbinden, einfache Tan- 
genten der Uorrespondenzeurve sind. Im übrigen gehen aber nur Doppel- 
fangenten von O aus an diese. Denn, ist z, B. g, ein Schnittpunkt des 
Ortes $ mit der Geraden g, so gehen von g, zwei Tlangenten £,, £, an die 
Curve C,,, deren Berührungspunkte b,, 6b. mit O verbunden zwei conjugirte 
Strahlen der Involution (J) liefern. Nun fallen aber in den Punkt g,, 
wenn man ihn zu der Punktreihe (g) rechnet, offenbar zwei entsprechende 
Punkte der Reihe (g’) hinein, und umgekehrt. Mithin ist Og, eine Doppel- 
tangente der Correspondenzeurve, und es gehen von O an diese nur die 
erwähnten einfachen Tlangenten Og, und 
(1) (m—1)(n-k) (p—1) 

Doppeltangenten, welche die Gerade g in denjenigen Ooincidenzpunkten der 
beiden Punktreihen (g), (g’) treffen, in welchen der Ort B die Gerade g 
schneidet. 
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Der Ort %, dessen Ordnung also gleich (1.) ist, geht durch diejenigen 
k(a—k)(p-1) Punkte, in welchen die k Tangenten, welche C,, in O besitzt, 
beziehlich von den Tangenten der ausserhalb O befindlieben Schnittpunkte 
der Curve mit den zu jenen Ak T’angenten conjugirten Strahlen der Involution 
getroffen werden. 

Es sei d ein Dupel der Involution (JS), welches die Curve ©), 
ausserhalb O in den a—%k Punkten 


(2.) Djy Day 2.03 On-ı 
trifft, deren 'Tangenten 
(3.) Lt, >, I .-ı 


heissen mögen. Dann geht der Ort %, wie oben erwähnt, durch die n—& 
Punkte (2.) und dureh die gegenseitigen - (n— k) (n— k—1) Schnittpunkte P 
der Tangenten (3.). Die Tangente des Ortes ® in einem Punkte P, in 
welchem sich zwei Tlangenten i,, £, schneiden, trennt diese mit dem Strahle OP 
harmonisch, was man durch eine Infinitesimalbetrachtung leicht erkennt. 
Die Tangenten, welche die Curve C,, in den (n—k)(p—2) Punkten hat, 
wo sie ausserhalb O von den zu d eonjugirten p— 2 Strahlen der Involution (J)’ 
geschnitten wird, berühren den Ort % offenbar je (a—k)-mal und zwar in 
den Schnittpunkten mit den Tangenten (3.). Berührt das Dupel d die 
Curve C,, in O, so fällt einer der Punkte (2.) in O hinein. 

Sind 4 "Tangenten des Punktes O conjugirte Strahlen der Involution (J), 

kr (#—1)-facher Punkt des Ortes ®. 


so ist O ein , 
Werden A Tangenten 


Enz 


(4.) u cn nn 2 
des Punktes O0 von je 
(5.) 0 UPUUE, RUNDE VERPOREE 


Zweigen der Curve C,, berührt, und gehören die Tangenten (4.) einer und 
derselben Gruppe der Involution an, so ist O ein 

3 (+34 +3)t+2 (3 +3, +°,+3)+ "+ 2,_,'2,)-facher 
Punkt des Ortes ®, und eine Tangente £, wird von den 'Tangenten der 
n—k—z, Punkte, in denen eine Tangente t; die Curve C,, ausserhalb O 
noch schneidet, in 3,-fachen Punkten des Ortes ‘$ getroffen. 

Diejenigen m— 2% Tlangenten /,, welche sich, ohne in 0 zu berühren, 


von diesem Punkte aus an €), ziehen lassen, werden von den betr, T’angenten 
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t der ausserhalb O befindlichen Schnittpunkte von C”, mit den zu jenen 
Tangenten £, conjugirten Strahlen der Involution in (m—2%k) (n—k)(p—1) 
Punkten p, des Ortes ® getroffen, und dieser berührt in ihnen je die betr. 
Tangente r. 

Besitzt die Curve C/, eine vielfache Tangente z,, von deren Berührungs- 
punkten A auf conjugirten Strahlen der Involution (J) liegen, so gehört 


7 
die „A(A—1)-fach zu rechnende Gerade 7, dem Orte ® an. 


u 


Hat C, einen mehrfachen Punkt P,, von dessen Tangenten & in 
eine zusammenfallen, welche s heissen möge, so sind die Tlangenten der 
Curve in ihren ausserhalb O befindlichen Schnittpunkten mit den zu OP, 
conjugirten Strahlen der Involution (e—1)-fache Taangenten des Ortes %, 
welchen sie auf der Geraden s, in e Punkten schneidend, berühren. 

Offenbar sind in der Zahl (1.), welche die Ordnung des Ortes ® 
ausdrückt, bereits alle durch Singularitäten der Curve C/, entstehenden 
eduetionen enthalten. Auf weitere specielle Fälle und Singularitäten des 
Ortes B einzugehen ist für den vorliegenden Zweck unnöthig. 

Setzt man in der Zahl (1.) dieses Paragraphen p = 2, so erhält man 
die Klasse der Leitlinieneurven einer Curve m-ter Klasse »-ter Ordnung C,,, 
indem man in jener Zahl m und z» mit einander vertauscht, gleich 


(6.) (m — k) (n—1), 
wo %k die Multiplieität der g, für die Curve C,, bezeichnet. Besitzt die 
einen vielfachen Punkt, so kann man die unendlichen Punkte 
zweier Tangenten desselben als Gruppe einer hyperbolisch-gleichseitigen 
quadratischen Punktinvolution der g, wählen, für welche dann die Leitlinien- 


Curve C 


m 


eurve in jenen Punkt und eine echte Curve zerfällt. 

Denkt man sich jetzt die Leitlinien und die Brennpunkte einer 
Curve m-ter Klasse »-ter Ordnung C,, eonstruirt, so muss noch bestimmt 
werden, welchem Brennpunkte eine jede Leitlinie zugehört. Zu dem 
Zweek nehmen wir auf einer bestimmten Leitlinie & einen beliebigen 
Punkt Q an. Ein Strahl g desselben trifft die Curve C/, in » Punkten q, 


: u. . 
deren Tangenten sich paarweise in 5 n(a—1) Punkten schneiden, deren Ort, 
während der Strahl q sich um den Punkt Q dreht, eine Curve /” von der 
Ordnung y ist. Diese Curve geht durch den zu der Leitlinie 2 gehörigen 


Brennpunkt der Curve C/, denn & ist ein Strahl von Q. (Offenbar lässt 
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sich die Zugehörigkeit auch durch eine dual gegenüberstehende Betrachtung 
feststellen). 

Die Ordnung 7 habe ich in Bd. 123 dieses Journals auf S. 190 
bestimmt, und zwar ist 


be 1 - an 
(7.) Y =; m (2n—3)—z- 6] = . In (2m -)-1— 8], 


wo ı die Anzahl der Wendepunkte, 2 diejenige der Rückkehrpunkte der 


Curve C/, und 
(8.) 5 = (ss -D+@a,—1)+ 
(9.) Bulk —- D+e,— 4 
ist. Hier bedeuten 
10.) Re FREE 


die Anzahlen zusammenfallender Tangenten vielfacher Punkte der Curve € 
während 
(11.) 0, 02, +. 


die Anzahlen der zusammenfallenden Berührungspunkte vielfacher Tangenten 
der Curve C/, bezeichnen, jedoch so, dass sich auch mehrere der Zahlen (10. 
oder (11.) auf einen einzigen vielfachen Punkt oder auf eine einzige viel- 
fache Tangente beziehen dürfen. 

Die Leitlinien der Kegelschnitte ergeben sich als die reeiproken 
Polaren ihrer Brennpunkte. ”) 

Zweiter Fall. 
$ 6. 

In dem zweiten Falle wählen wir für die eireulare Curve € einen 
beliebigen festen Kreis &’ und für die eireulare Curve ©, die g, 

Die Curvenreihe »-ter Ordnung, welcher die g, angehört, besteht 
jetzt offenbar aus den Strahlen eines beliebigen Punktes P| der g,. Mithin 
haben wir folgende Construction: Zu einer beliebigen Riehtung ziehe man 
die Parallelstrahlen p, welche den Kreis &° in je zwei Punkten p,p treffen 
mögen. Von diesen gehen an die Curve Ü, je m Tangenten, welche ein- 
ander in m’ Punkten a schneiden. Während sich der Strahl p parallel 


*) Der in diesem Paragraphen behandelte Ort ® ist nur ein specieller Fall der 
sich ergebenden von mir untersuchten Curve, wenn für die Involution (./)” eine beliebige 
Curvenreihe gesetzt wird. 
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verschiebt, beschreiben die Punkte a eine Fokaleurve 2, welche durch die 
Brennpunkte von C, geht. 

Zur Bestimmung der Ordnung dieser Curve suchen wir ihre Schnitt- 
punkte mit einer beliebigen Geraden g auf. Zu dem Zweck ziehen wir 
von einem beliebigen Punkte g der Geraden g an (C,, die m Tangenten {, 
welche den Kreis in 2m Punkten p treffen. Diese liefern paarweise mit 
einander verbunden 

2m (m—]1) 


(rerade, welche nicht durch den Punkt qg gehen und durch 7 bezeichnet 
werden mögen. 

Während der Punkt g die Gerade g durchläuft, umhüllen die Geraden 7 
eine Curve von der Klasse 2m (m—1), denn so viele Gerade r gehen von 
einem beliebigen Punkte p des Kreises 6° aus. Es lassen sich nämlich 
von p aus m Tangenten £ an ©, legen. Jede derselben trifft die Gerade g 
in einem Punkte g, von welchem sich an €, noch m—1 Tangenten ziehen 
lassen, deren 2 (m--1) Schnittpunkte mit dem Kreise 6° ebenso viele Tan- 
venten z in p spannen. Also ist die Klasse der von den Geraden r ein- 
eehüllten Curve gleich 2m (m—1). Wir wollen diese Curve T nennen. 
Sie hat die Eigenthümliehkeit, dass jede ihrer T'angenten den Kreis 6° in 
zwei Punkten trifft, die an die Curve ©, Tangenten entsenden, von denen 
zwei sich in einem Punkte g der Geraden g kreuzen. 

Nun gehen von P_ aus an die Curve T 


2m (m-—]) 


llangenten 7, denen auf g eben so viele Punkte g der Curve 2 entsprechen. 


Y 


Denn von jedem dieser Punkte 9 gehen an C, Tangenten, denen solche 
(serade 7 entsprechen, von welchen eine durch den Punkt P_ läuft. Mithin 
ist die Ordnung der Fokaleurve 2 gleich der Klasse der Curve T. 

Aendert man den Punkt P, zwei Mal auf der g, (oder behält man 
den Punkt P_ bei und ändert den Kreis 6° zwei Mal), so erhält man zwei 
neue Uurven 2,2”, welche mit 2? zusammen durch die m’ Brennpunkte 
der Curve €, gehen. 

Da diese zweite Methode der Construction der Brennpunkte geringeres 
Interesse bietet (bei der Parabel z. B. würde der im Endlichen befindliche 
Brennpunkt als gemeinsamer Schnittpunkt von drei Curven vierter Ordnung 
oder als Schnittpunkt der Axe mit zwei Uurven vierter Ordnung zu be- 
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stimmen sein), so wollen wir die besonderen Fälle sowie die sich an- 
schliessende Construction der Leitlinien hier übergehen und uns zu der 
metrischen Behandlung der Uentralkegelschnitte wenden. 

Um ein bequemes Resultat zu erhalten, muss dafür gesorgt werden, 
dass für einen Centralkegelschnitt Si’ die Fokaleurve vierter Ordnung zer- 
fällt. Hierzu genügt es, dass der Mittelpunkt M des Kreises 6° auf der 
einen Axe (welche wir der Kürze wegen die erste nennen wollen), und 
der Punkt P| auf der anderen zweiten Axe von N’ liegt, der Kreis 6° je- 
doch eine solche Lage annimmt, dass mindestens von einem "T’heile desselben 
reelle Tangenten an St’ gehen. 

Die Schnittpunkte des Kreises 6° mit der ersten Axe mögen 0, 
heissen. Dann besteht die Fokaleurve 2? aus der doppelt zu rechnenden 
ersten Axe und einem Kegelschnitte X’, welcher dureh die auf der zweiten 
Axe befindlichen Brennpunkte von St’ geht. Der Kegelschnitt K’ ist nie 
eine Parabel, sondern stets ein Centralkegelschnitt, der allerdings, wie wir 
später sehen werden, in ein Paar Gerade ausarten kann, welche eine Iyperbel 
vorstellen. 

Die beiden Kegelschnitte K’ und St’ haben die erste Axe des letzteren 
semeinsam. Die Polaren der Punkte ©, C’ in Bezug auf St treffen diesen 
Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit K’, welcher noch durch die 
vier Punkte geht, in welchen der Kreis &° von den Scheiteltangenten der 
ersten Axe des Üentralkegelschnittes St’ getroffen wird. Ferner trifft K 
die erste Axe von fl’ in zwei Punkten, deren Polaren in Bezug auf 
diesen Kegelschnitt durch je zwei Schnittpunkte gehen, welche er mit & 
gemein hat. 

Die unendlichen Punkte von K’ liegen auf den Tlangenten, welche 
von einem Schnittpunkte der zweiten Axe mit B° an St gehen. Damit 
kennen wir 14 Punkte des Kegelschnittes K”. 

Liegen &’° und S° concentrisch, so sind K° und fl” coaxial. Befindet 
sich also der Punkt P, auf der grossen (reellen) Axe des Kegelschnittes 
X’, so sind dessen reelle Brennpunkte die auf dieser Axe befindlichen 
Scheitel von K“. 

Ist der Kreis &° insbesondere die Orthogonale von St, so ist A die- 
jenige gleichseitige Hyperbel, deren Scheitel die reellen Brennpunkte von 
Si sind, und welche ausserdem durch die imaginären Brennpunkte dieses 
26* 
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Kegelschnittes geht. Man erkennt leicht, dass in diesem Falle bei der 
Construction die Axen von St” vertauschbar sind. 

Merkwürdig ist der Fall, wo der Kreis 6° seinen Mittelpunkt auf 
der ersten Axe hat und durch die auf der zweiten Axe befindlichen Brenn- 
punkte von St” geht. Alsdann ist nämlich X” identisch mit &°, weil K’ 
erstens ein Kreis ist (da sich auf 6° zwei Brennpunkte von ft” befinden), 
zweitens aber durch die vier Punkte geht, in welchen 6° von den Scheitel- 
tangenten der ersten Axe des Kegelschnittes St” getroffen wird. 

Liegt der Kreis 6° ganz innerhalb des Üentralkegelschnittes St’, so 
seht K° durch dieselben 14 Punkte wie oben, er entspricht aber den ima- 
einären Punktepaaren des Kreises 6’, welche auf Parallelen zur zweiten 
Axe liegen. 

7. 
Metrische Construction der reellen Brennpunkte eines Centralkegelschnittes. 

Behufs metrischer Bestimmung der reellen Brennpunkte muss jetzt 
zur Vermeidung lästiger Rechnungen der totale Zerfall der Fokaleurve 
herbeigeführt werden. 

Dem Kreisbüschel (6)', dessen Individuen ihren Mittelpunkt auf der 
kleinen (imaginären) Axe von X” haben und sich in einem Punkte C der- 
selben berühren, entspricht ein Kegelschnittbüschel (K)‘, dessen Grund- 
punkte die beiden reellen Brennpunkte F, F' von Si’ und die beiden Punkte 
P,P’ sind, in welchen $° von der Polaren des Punktes € geschnitten wird. 
Berührt nun ein Kreis 6° des Büschels (6) den Uentralkegelschnitt 8 
doppelt, so entspricht ihm in dem Kegelschnittbüschel (K)’ ein Kegel- 


* 


schnitt K/, der in zwei Gerade zerfällt. Dieselben gehen durch die Punkte 
F,F', P,P' und kreuzen sich in demjenigen Punkte D der kleinen (imagi- 
nären) Axe, welcher der Pol der Berührungssehne s, ist. Sind die beiden 
Punkte P, P' reell, so repräsentiren diejenigen Doppelpunkte des Kegel- 
schnittbüschels (K)’, welche auf der kleinen (imaginären) Axe liegen, zwei 
Punkte D, welche unserem Zwecke dienen. 

Der Kreis E} trifft die grosse (reelle) Axe von 8° in zwei Punkten, 
von welchen an diesen Kegelschnitt zwei Tangenten gehen, die den 
(seraden DF, DF' parallel sind etc. (Offenbar giebt es zwei Kreise 6,.) 

Um die Construction zu erleichtern, wählen wir für 6) den über der 
grossen (reellen) Axe von K° als Durchmesser beschriebenen Kreis. 
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l. Construction der reellen Brennpunkte der Ellipse. 
Die Längen der grossen und der kleinen Halbaxe einer Ellipse 
seien a,b. Die Scheitel der grossen Axe mögen A, A’, die der kleinen 


ww ‘ 


Axe B,B’ heissen. &° sei der über der grossen Axe als Durchmesser be- 


schriebene Kreis. Dann besteht der Kegelschnitt X} aus den in den reellen 
srennpunkten F, F auf der grossen Axe errichteten beiden Senkrechten. 
Dieselben gehen durch die Schnittpunkte des Kreises E’ mit den Scheitel- 
tangenten der kleinen Axe der Ellipse, und es ist daher, wenn O deren 
Mittelpunkt bezeichnet, 

OF=0OF =Ya’—b‘. 


2. Construction der reellen Brennpunkte der Hyperbel. 

Es sei O der Mittelpunkt einer Hyperbel, deren Scheitel A, A’ heissen 
mögen. Ueber der reellen Axe A A’ als Durchmesser beschreiben wir einen 
Kreis 6’. Dann zerfällt der Kegelschnitt X; wieder in die beiden Senk- 
rechten g, g’. welche in den reellen Brennpunkten F, F' auf der reellen Axe 
errichtet werden können. Nun seien ©, ©’ die Schnittpunkte des Kreises 
6, mit einer Asymptote der Hvperbel. Dann gehen die Geraden g,g' be- 
ziehlich durch diejenigen Punkte E, E', in denen die andere Asymptote von 
den Tangenten geschnitten wird, die von C, C’ aus noch an die Hyperbel 
gezogen werden können. Sind jetzt a, b die Längen der Halbaxen der 
Hyperbel, und ist 29 der Winkel, welchen die Asymptoten mit einander 
bilden, so ist 

ACOE =ab=! a-OE:sin2y. 


) 


oder 
Y b y a] u b 
OE = - und OF=0OF' = VE-«os = 


sing-cosy' sing’ 
Nun ist 

b n v 

SInYp = ———, also OÖOF=0OF = Ya’+b‘. 

Va’ b‘ 
Dieses Resultat folgt nach dem in $ 3 mitgetheilten Satze auch kürzer 

aus dem Umstande, dass die Asymptoten von den Scheiteltangenten in den 
Ecken eines Rechtecks geschnitten werden, dessen umbeschriebener Kreis 


durch die reellen Brennpunkte geht. 














Bewegungen in der Nähe einer stabilen 





Gleichgewichtslage. 


(Von Herrn J. Horn in Clausthal.) 


Die Lage eines Systems von r Freiheitsgraden, dessen Verbindungen 
von der Zeit £ nicht abhängen, sei durch die » Coordinaten z,,...,x, be- 
stimmt, welche in der stabilen Gleichgewichtslage O sämmtlich verschwinden. 
Es sei eine nur von den Coordinaten abhängige Kräftefunetion U vorhanden, 
welche in der Umgebung der Lage O0 in eine Potenzreihe von x,,..., x, 
entwickelbar ist: 

r 
U= U, 
U, sei eine ganze homogene Function m-ten Grades von z,,...,x, und Ü, 
eine definite negative quadratische Form. Die lebendige Kraft T ist eine 
positive homogene Function zweiten Grades von 


dx, 
tT, = (a =1,.,9), 
x dt 


deren Coefficienten A,; als Potenzreihen von &,,..., z, vorausgesetzt werden: 


y 1 ! ! 
1 == .) 5: A 13 LT, TI; (a, Bz=l,..,0). 
Durch Einführung von Haupteoordinaten &,,...,, (d. h. durch lineare 


Transformation der ursprünglichen Coordinaten) erreicht man, dass 


y 1 .?] ) ; 2 2 7 kn 
U, Be (4 2 rt =); hi > V, ...< AV 


) 
und dass für ,=..=2,=0 A„=1, A; =0 («asP) wird. Die ZLa- 


grangeschen Bewegungsgleichungen 


d oT oT oU 
( - — — _— (a=]1,...,n) 
Or, 


Or, 


dt 0X, 
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bringen wir durch Auflösung nach 


ie d’x, 
on a di? (a 1 


auf die Form 


T,. .»... x,)+@, (2, .»...“ L, 
(a=],..5R) 


z, + hr T, — F, (x. .... ev - 


n » 


! ! 


worin F, eine quadratische Form von r,....,z, ist, deren Üoeffieienten 


a 


Potenzreihen von x2,,...,x, Sind, und @, eine Potenzreihe von z,....,2 


n n» 


welche mit quadratischen Gliedern beginnt.*) 

In der üblichen Theorie der kleinen Schwingungen giebt man den 
Differentialgleichungen der Bewegung unter Beschränkung auf die linearen 
Glieder die Gestalt 

z, +4, 2, = 0 (a =1,...,n) 


man hat ohne weiteres die Lösung 


men k COS Oh t+/ \ ( Ei .. ) 


ı 


mit den 2» Uonstanten A..... A: lıc..d. 

Die unveränderten Zagrangeschen Gleichungen werden im allgemeinen 
(d.h. wenn keine Relation g, 4,+--+g, 4, = 0 mit ganzzahligen Coefficienten 
Jıs++-,9u besteht) formell befriedigt, wenn man für «, eine Potenzreihe von 
rn Integrationsconstanten A,,...,%, setzt, deren Üoefficienten periodische 
Funetionen von » Argumenten %,,...,a, mit der Periode 2r in Bezug auf 
jedes dieser Argumente sind; es ist 


u. 0,141, = (1, +0 +0® +.) 1, 


wo o”,o%®,... ganze homogene Functionen 2.,4.,... Dimension in Bezug 
auf A,,...,4, sind, während Z,,...,/, neue Integrationsconstante darstellen. 
Die Reihe für x, enthält ausser dem Anfangsglied Ak,cos«, nur Glieder 
zweiten und höheren Grades in Bezug auf A,,....ä,. In den Reihengliedern 
treten Divisoren von der Gestalt 9, 4, + +g,4, auf, wo g,....g, positive 
und negative ganze Zahlen sind; unter diesen Divisoren kommen beliebig 
kleine vor. Auf die formale Berechnung dieser Reihen und ihre Ueber- 


führung in andere Formen wird im zweiten Theile des vorliegenden Aufsatzes 
eingegangen, wo sich auch Litteraturangaben finden. 


=) Vgl. $ 1 des Aufsatzes des Verf. „Beiträge zur Theorie der kleinen Schwingungen“ 
(Zeitschr. für Math. u. Phys., Bd. 48). 
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Der erste Theil beschäftigt sich mit kleinen Schwingungen um eine 
Lage stabilen Gleichgewichts für eine specielle Klasse dynamischer Probleme, 
welche von Liowville und Stäckel betrachtet wurde und welche sich auf 
(Juadraturen zurückführen lässt. Es sei nämlich 


Pus (x,) (a,B=1,..,%) 


eine Potenzreihe von x,, welche in der Nähe von z, = 0 convergirt; die 


J. 


Determinante 


- Pa; = 2 Ga D, 
(,d#=1,..,n) a=l 
und die Unterdeterminanten 2,,..., 2, sollen für ©, = ...= x,= 0 von Null 


verschieden sein; ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir voraus- 


- .. pP, %e . + 
setzen, dass die » Brüche 7 für, =... = x, = 0 den Werth 1 annehmen. 
Ferner sei 
1 N) ) : ” . 
v,)=-5 ut; 1.0 


— 


eine in der Nähe von x, = (0 convergente Potenzreihe von z,, welche 


0.) 


ausser dem angeschriebenen quadratischen Glied nur Glieder höheren Grades 
enthält. Unser System habe die lebendige Kraft 


4 1 Be 
T = = P > L.« 
4 go pP, 1 
und es sei die Kräftefunetion 
UÜ= > P. 1 
en De 


vorhanden. Wie in dem allgemeineren Falle bestehen Potenzreihenent- 


wieklungen 


[zZ A 1 ı» ı? 
T=> (2 +-+2,)+, 
I | „2.2 92 „N u 
U 0 (Aa tr tA, a 
sodass &,,...,xz, Haupteoordinaten sind und z,=..=r,=0 eine stabile 


Gleichgewichtslage ist. Aus der von Staude für n = 2 entwickelten und 
von Stäckel auf beliebiges » übertragenen T'heorie der bedingt periodischen 
Funetionen ergiebt sich die Darstellung von @&\,,...,x, als Funetionen von £ 
und 2» Integrationseconstanten. Die so gewonnenen heihen, deren Convergenz 
aus der Art ihrer Herleitung hervorgeht, sind von derselben Form wie die 
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im allgemeineren Falle durch formale Rechnung erhaltenen Reihen, sie 
sind aber insofern wesentlich einfacher, als die kleinen Divisoren fortfallen. 
Durch besondere Wahl der Integrationsconstanten ergeben sich die in der 
Nähe der stabilen Gleichgewichtslage verlaufenden periodischen Bewegungen. 
— Als Beispiel dient die Bewegung eines schweren Punktes in der Nähe 
der tiefsten Stelle eines elliptischen Paraboloids mit lothrechter Achse. 

Hauptzweck des vorliegenden Aufsatzes ist die Behandlung des 
speciellen Falles im ersten Theil; die formale Herleitung der allgemeineren 
Reihen im zweiten Theil dient hier nur zur Vergleichung. 


Erster Theil. 


sl. 
Die Potenzreihen 
PD .3 (2,) = A4,;+ A,; rt,-+ 0, 2,+ ( 
und 
zyv.(2)= x, Is 2+s rt +--- 


worin 4,>>0 vorausgesetzt wird, seien für hinreichend kleine Werthe von 


I 


|r,| eonvergent. Wenn die Determinante 
A —_—— \d,;| 


und die Unterdeterminanten /,,(@ = 1,....») der Elemente a,, von Null ver- 
schieden sind, können wir, wie am Schluss von $ 1 gezeigt wird, olıne Be- 
schränkung der Allgemeinheit sämmtliche Grössen a,; (@,9 = 1....,n) von 


Null verschieden und sämmtliche » Quotienten 


A,ı 
A 


eleich 1 annehmen. Dann lässt sich 


DD — Ip.;| — Y Y ‚PD 
Er a=] 


(a,J = 


in eine Potenzreihe von &,,...,z, mit dem Anfangsglied 4, P, in eine Potenz- 
i ' ) RR 
reihe mit dem Anfangsglied /,, entwickeln, also p |n eine Potenzreihe von 
Eye... ,, welche für x, = 0,...,r, = 0 den Werth 1 annimmt. Mithin ist 
n & | 2.4 
7 3 7 a B1. [2 „2 N ) . . 
Ü = = r vr = -. zit + 4, A Jr 


Journal für Mathematik Bd. CXXVI, Heft 5. 
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eine Potenzreihe von z,,...,x,, welche ausser den angeschriebenen Gliedern 


nur solche höheren als zweiten Grades ren in 
T= Ho: 
2 ai 2? 
. l I) * * . » [2 . * [ 
ist „ x, mit einer Potenzreihe von &,,...,a, mit dem Anfangsglied 1 multipliecirt. 
Die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung lautet unter 
den gemachten Voraussetzungen 


3 9, u) 2 Mi „ ®. 


— 5 Ve +h,)= 0; 


sie besitzt die Pet 
n » - 
/ / 
W = B3 / YF,(z,) dz,. 
wo 


F, (X,) Zw, (x,)+ 2 > h; Pa3 (z,) 


gesetzt ist. Daraus folgen die Bewegungsgleichungen 


oW 
Oh, .. t+H,, 
oW .o” 
Ih; m H, (3 == 2.00) 
oder 
z [a9 4,,=+H,, 
a=l. VF, (X.) 
5 £ Pas (Ka) dx, Em H; (? = 2,...%) 
al. F, (2.) | 


mit den Integrationsconstanten 


a ne ) 


[3 
n ) 


Wir beweisen die beiden über a,,; und = aufgestellten Behauptungen. 


Unter der Annahme, dass die Determinante D sowie die Unter- 
determinanten P,,..,2, für, =0....,z, = (0 von Null verschieden sind, 


“) Stäckel, über die Integration der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung 
mittels Separation der Variablen (Habilitationsschrift, Halle 1891). — Dargestellt in 
Charlier, Mechanik des Himmels, Bd. I, S. 77 ff. — Vgl. auch Liouville, Memoire sur 
integration des equations differentielles du mouvement d’un nombre quelconque de points 
materiels (Liouvilles Journal 1849, besonders S. 236—290). — Ferner Noten in den 
Comptes rendus von Stäckel (Bd. 116, S. 455 u. 1284; Bd. 121, S. 489) und Goursat 
(Bd. 116, S. 1050); sowie Stäckel, Bewegung eines Punktes in einer n-fachen Mannig- 
faltigkeit (Math. Ann. Bd. 42). 
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kann man, ohne T und U zu ändern, die g,; so abändern, dass sämmtliche 
,; (0) von Null verschieden sind. 

Ist nämlich ein Element y,,(0) der n-ten Zeile von / gleich Null, 
so ersetzt man die » Elemente y,,(z,) (@e =1,....n) der n-ten Zeile von ® 
durch 

Pan (z,) = Pula) + % Faso (z,)+" + %,_2 Pas (27 } 
WO %,...,%- beliebige Constante sind. Da Y,, (0), ..., Pan (0), Pan (0) 
nicht sämmtlich verschwinden können, so ist ,, (0) von Null verschieden, 
wenn specielle Werthe von %,,...,2,_, ausgeschlossen werden. Sind nun 
Pin (0), +, 9. (0) sämmtlich von Null verschieden, ist aber z. B. p,;(0) = 0, 
wo 9 eine der Zahlen 2,...,”—1 ist, so ersetzt man die » Elemente der 
A-ten Zeile p,;(z,) (® = 1,...,r) durch 
P. (8) = Pas (z,)+% Pan (z.). 

Schliesst man specielle Werthe der Constanten z aus, so sind 9,; (0), .:, Y;(0) 
sämmtlich von Null verschieden. 

2. Ohne T und U zu ändern, kann man die x,, sowie die p,; (z,) 
und w,(z,) so abändern, dass = für die Nullwerthe der Coordinaten den 
Werth 1 annimmt. 

Da T stets positiv ist, müssen die » Grössen 

A 1 
Aa 4 Ia 


positiv sein. Wir führen an Stelle der x, die neuen Coordinaten 


ein und setzen 
Pas (z,) un Ja f a5 (2.), 


v.(2)=9v.(©)=-sERt“, 


wo 4,= 9,4, ist. Unter Einführung der Bezeichnung 


n 


dD —— y 5) 2 - Yf 1 D, 


hat man 


. EURER. 
BY Je, ' 
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Nun ist 


y 1 PD gq, >) 1 & ı) 
7 — 5 Ro: > =. ann 5, 2 - 2. 
- 0 [7 m 0 DJ 
und 
. $p $p 
Ü — $\' do. 6 ı/ — y' 0. im ’ 
= ®P9. ee : Kr 
Dog. » r j i 5 ur 
Da p In eine Potenzreihe von z,,....x, mit dem Anfangsglied et 
( AJal 
N ie RN ö i 
entwiekelbar ist, so ist z eine Potenzreihe von z,,.... x, mit dem Anfangs- 


oelied 1. Somit ist 
1 ) 
U= — > Be 
War keine der Grössen g,;(0) gleich Null, so sind auch sämmtliche 
Grössen g,;(0) von Null verschieden. 


$ 2. 
Die Funetion 
F,(&.) = —h 2 +8. 8%. +8, 24° +2 > h;(a,;t+a,; 2.44, %,+ ++) 
51 
seht, wenn man vorübergehend 
7 Pe Ei 


setzt, in eine Potenzreihe von z,,&,...,£, über, welche mit quadratischen 

Gliedern beginnt und in welcher das Glied mit x), nicht fehlt. Nach einem 

Satze von Weierstrass*) gestattet eine solche Potenzreihe eine Factoren- 
’ 7 

zerlegung von folgender Form: 


F,(z,) = -(&+f,2.+9,) @. (x,); 
hierin sind f,,g. Potenzreihen von $,,...,£,, und zwar fehlen in f, die 


Glieder geringeren als ersten und in g, die Glieder geringeren als zweiten 
(srades:; @, ist eine Potenzreihe von 2,,$,...,£,, Welche einen von Null 
verschiedenen Werth annimmt, wenn sämmtliche +1 Argumente ver- 
schwinden. Nachdem die Möglichkeit einer solchen Zerlegung bewiesen 
ist, berechnet man die Reihen /,,g, und @, nach der Methode der unbe- 
stimmten Üoeffiecienten. Man erkennt auf diese Weise, dass in unserem 


*) Weierstrass, einige auf die analytischen Functionen mehrerer Veränderlichen 
sich beziehenden Sätze (Werke Bd. Il, S. 159 f.). 
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Falle, wo F,(z,) ausser von x, nur von $,...,$, abhängt, auch f,, g, und 
G,(x,) Potenzreihen von $,....$, und von &,,&,...,$, Sind. Mit anderen 
Worten, f, und g, sind Potenzreihen von A,,..., h,, welche für h, =... h, = 0 
Indem 


n 


verschwinden, und @,(zx,) ist eine Potenzreihe von &,,hı,..., h,. 
man in der obigen Gleichung zunächst die Glieder gleicher Dimension in 
h,.....A, und dann die Coefficienten gleicher Potenzen von x, vergleicht, 


> 


findet man 


' 


a', ; s, A,3 
fa = 28 (5 + yE Yet, 


774 


> (2 +8) a, sa; aa \ 
= —_ 50... —4 ah el - —_ | L — B. 
I TE < u FT ) Ai / 


und 


rt! j \ N 
y- » 


k .) ' zZ > (22 $, T" 9.0 ) A, ’ s & . \ 
(ri, (2,) = 4,—8, 0,8, c,—2 > ( - - = 3 +4,;) h „ht... 


Man hat 
F,(z,) = -(z,-a,) (2,-b,) @,(z,); 


wo 


ist. 
Wir führen an Stelle von A4,.....h, neue Constante Ä,,..., k, ein, 


i 


indem wir 


oder 
wei ] 
> a,;h;- = 4,h 
Bi Y“ 


setzen, sodass A,,...,Ah, Potenzreihen von 4;,,....%, werden: 


SP 
h; = > z kt... (3 
azm1 2d 
dabei ist /,,; die Unterdeterminante von a,; in der Determinante #/. Die 
Potenzreihe en - von A,,...,Ah„ geht in eine Potenzreihe von 4;,..., A, über: 
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und G,(x,) wird eine Potenzreihe von z,,4,...,4,. Wir haben jetzt 
A, + b, d,— by a, 
5 KR. > = R,,.) 

also 
vg 2 


„') 


Die Function @, (z,) = 4,—8s,2,+- ist für hinreichend kleine Werthe von 
Ix,|,ki,..., k, positiv. 
Wir geben unseren Integralgleichungen die Form 


s f* | Ya (7,) dx, j ür u t+H,, 
Be; Y(z.— a.) (b,— x.) VG, (2.) 


Ag 


pe gusla) da. H. ee 
._. Y(z.—a,)(b,— x.) VG. (z,) 


124 


und nehmen unter der Voraussetzung, dass x, zwischen a, und 5, bleibt, 


177 


alle Quadratwurzeln positiv an. Nimmt man |A,|,...,|4,| hinreichend 





klein an, so kommen auch a, und b,, welche verschiedene Vorzeichen 
haben, der Null beliebig nahe, und es sind die von Staude für n= 2 und 
von Stäckel für beliebiges » gemachten Voraussetzungen erfüllt:**) 

1) p,; (x) ändert für Werthe von x, zwischen a, und b, das Vor- 
zeichen nicht (denn 9,z(0) ist von Null verschieden); 

2) @,(x,) ist für alle Werthe von x, zwischen a, und b, positiv; 


ey\ 


3) die Funetion 
& 


YG, ... Y@G, 
ändert ihr Zeichen nicht und ist von Null verschieden, wenn x, zwischen a, 
und 5b, bleibt. 


PL PR .. ’» Ze; b, .. 
*) Man hätte ebenso gut — — ki, setzen können. 


2 

**) Staude, über eine Gattung doppelt reell periodischer Functionen zweier Ver- 
änderlicher (Math. Ann. Bd. 29); über die Bewegung eines schweren Punktes auf einer 
Rotationsfläche (Act. math. Bd. 11); über bedingt periodische Functionen eines beschränkt 
veränderlichen complexen Arguments und Anwendungen derselben auf Mechanik (dieses 
Journal Bd. 105). — Stäckel, Habilitationsschrift (Halle 1891); über die Bewegung 
eines Punktes in einer n-fachen Mannigfaltigkeit (Math. Ann. Bd. 42); über die Gestalt 
der Bahncurven für eine Klasse dynamischer Probleme (Math. Ann. Bd. 54). — Vgl. auch 
die Darstellung bei Charlier, Mechanik des Himmels, Bd. I, S. fl. — Für n=1 vgl. 
Veierstrass, über eine Gattung reell periodischer Functionen (Werke Bd. II) sowie $ 4 
und $ 5 des zweiten Aufsatzes des Verf. zur Theorie der kleinen endlichen Schwingungen 
von Systemen mit einem Freiheitsgrad (Zeitschr. für Math. u. Phys. Bd. 49). 
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Wir setzen 


—b, 
cosw, = K,+k,cosw, 


8 
| 
DD 
+ 
IV 


und ordnen dem Gebiete a,...b, der Veränderlichen x, das Gebiet 0... 
der neuen Veränderlichen ®, zu. Dadurch wird 


Gap (La 
, 32 h.; (w,). 


Y@.(*,) 


und unsere Integralgleichungen gehen in 


n ww, 


93 / | h,; (1) dw, - t; 


über, worin 


zu setzen Ist. 
Unter Berücksichtigung der Gleichungen 


x,= K,+k, cos w,, 


a 


> v) 1 Y g 1 2 
= (K2+ = k2)+ 2K,k,cosw,+5%,cos2w, 


u. s. w. findet man 
h,; (w,) = SQ} + SU) k,cosw,+28% k, cos 2w,+-. 


wo SM, SC), SC,... Potenzreihen von 4,...,A, sind; insbesondere ist 
ud) A.3 f 
sy = 4... 
Aa 
Demnach ist 
a „3(2,) dr, nz r 
0, = / EL (20) : m / h,; (w,) dw, 
. Y(z.— a,) (b.— x.) 0. (X) . 
177 (} 
SE (U) _ TA. | 
= n 8%, = rd 


eine Potenzreihe von 4},...,%k,, und die Determinante 


—— 11 


"A 
un a A 





‚...)4,| von Null verschieden. 


ist für hinreichend kleine Werthe von A, 
Ferner ist 


WW “N ! e Wu - 
/ hu; (W,) dw, _. Se; VW. T >> Ss r sın uw 28 
« u=l 
) 


( 
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also 
,= ss Sı)w, ss > Sk sin uw,. 
a=al u=]l ai 
An Stelle von &,...,t, führen wir auf Grund der Gleichungen 
nl; = 0; + +W,;U, Blume) 


neue Veränderliche «,....,a, ein. Durch die Gleichungen 


18 = 0, PP +... +0, 1 Beam 
wird T“ als Potenzreihe von 4,..., k, definirt. Dann ist 
I n n r ”s 
us=w;+ 53 ET#%sin uw,‘) B=hunn). 


u=la=l 
$ 3. 

Nach einem von Staude für n = 2 und von Stäckel für beliebiges n 

aufgestellten Satze“”) ist 
2, = fe (4) (a=1,...,n) 
eine eindeutige analytische Function mit den Eigenschaften: 
ei) ale, ), 
f. (u + 2m, ni,...,w+2m, ni) = f, (u, ...,%); 

hierbei sind m,,...,m, beliebige ganze Zahlen. Eine solche Function lässt 
sich in eine unbedingt und gleichmässig convergente trigonometrische Reihe 


ums. ZH... SM at tr. u) 
1 Yn 
(v,.,9, =—2..+2) 
entwickeln, worin 
1 ‚2 277 2 
AD = On’: / + / 208 rm ++r,w) du, ... du, 
0 () 
ist. ”*) (Wegen 4 .., = 4_,....-,, lassen sich je zwei Reihenglieder ver- 
, 13, Fu Iye.., n 


einigen.) Unter Einführung der Funetionaldeterminante 


*) In den benutzten Arbeiten ist «,<{b, vorausgesetzt, während es bei uns vom 
Vorzeichen von k, abhängt, welche der beiden Grössen a,, b„ die grössere ist. Man 
sieht aber, dass die Formeln des Textes vom Vorzeichen von k, unabhängig sind. 

**) Staude, Math. Ann. Bd. 29. — Stäckel, Habilitationsschrift. — Der in$5 der 
Habilitationsschrift von Stäckel gegebene Beweis scheint allerdings der Vervollständigung 
zu bedürfen. 

***), Durch partielle Integration findet man, dass 
7 =} Zn 


z 
00: 9a 
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{ | ou; | 
D (wı......®,) =! | 7, —=l,...,n) 
5 Ba . oOW.-- | 
1St 
1 san ‚27 
AO = —— / dr / z,e0s(v, u-+--+rv,u)D(w,,...,w,)dw,...dw,. 
VYısse+., I (Zrr)” \ i i I \ / | N 
Man hat 
yv,%+-+vr,u=vY,w, +. vr, w,t+tn, 
wo 
ne’ BE le, 2 +rv, T“) k* sın uw 
sl am] e 
ist. Also ist 
‘ N f 7 1 I ! \ _—— » 4 “ ) , “ 
C0S (Y, U Tr" TY/.Uu,) = COS (V, Wı TTV, U 
Ss : u l 
sn (vn, ww +r,w)—5;n cost, w++r,w)+' 


worin die geraden Potenzen von 7 mit cos (vr, w,-+ +), die ungeraden mit 


1} 


sin (v, @,-+ +) multiplieirt sind. Die m-te Potenz von n ist eine Summe von 


(Grössen 
Pk"... k“r sin u, w, ...sin u, © (u - 
wo P eine Potenzreihe von 4;...., 4, darstellt, oder eine Summe von Grössen 
2 cos | 
Pkt... kur. (wo, t-- tu, w 
sın ° DER . 


worin cos oder sin vorkommt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 
Das Produet 


? l COS f N N \ 
.". vw+t:+r,w, 
' sin 2 Aal, | / 
ist also eine Summe von Grössen von der Form 


P ki"... kön cos (u, tu) w, ++ (v, + u,) w,), 


WO ,..., (, positive ganze Zahlen einschliesslich Null sind. Eine Summe 
von derselben Form ist cos (v, ++», u, 
Ferner ist 


l 


.. 
) + E0T\K cos ow,, 
Ow, Au Ä 
ist, wenn »,,...,”, sämmtlich von Null verschieden sind, dagegen 
A 


RN 
(@ 

BR irn, o) - 

. vn 


msVsre., | 
wenn nur 9, ,...,”,, von Null verschieden sind. Dabei ist ./ eine von v,,... unabhängige 
positive Grösse. 

Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 3. 
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wo d.„=1,d,;=0(e«e<sP) ist. Die Functionaldeterminante D (w,,..., %,) 
ist also eine Summe von Grössen von der Form 


P ko: ... kr C08 0, w, ... COS 0, w, 
oder eine Summe von Grössen 
P kt: ... kr cos (0, w, +: +0,%,), 


WO 9,,..., 0, positive ganze Zahlen einschliesslich Null sind. 
Mit Rücksicht darauf, dass 


z&,=K,+k,cosw, 
gesetzt wurde, ist die zu integrirende Function gleich 
K,ecos (r, w+-)D+h,cosw,cos(v,w+'-)D. 
Der erste 'T'heil ist eine Summe von Grössen 
P heute... kant cos (m, tw +0)w + +(W,+u,+ 0,)W,); 


der zweite T'heil ist eine Summe von ähnlichen Grössen, es erscheint nur 
k, mit dem Exponenten «,+0,+1, und unter dem Zeichen cos ist w, mit 
v„+tu,+0,+1 multiplieirt. 

Nun ist das Integral 


»27ı »2rı 


/ u | c08 (zZ, + +2, w,) dw, ... dw, 


0 0 

gleich Null, wenn mindestens eine der ganzen Zahlen #,,...,z, von Null 
verschieden ist, während es für #, = 0,...,z, = 0 den Werth (27)” annimmt. 
Wir haben also bei der Berechnung von 4), nur diejenigen Glieder der 
zu integrirenden Function beizubehalten, in welchenv, +u,+0 = u. s. w. 
ist; dann ist aber «,+o, entweder gleich |v,| oder um eine gerade Zahl 
grösser als |v,|; es ist also A"*” entweder gleich A”! oder gleich dem 
Produet aus 4” und einer Potenz von k mit ganzem positivem Expo- 
nenten; u. 8. w. Der in Betracht kommende Theil des Integranden ist 
demnach 

Pe, 


wo P/ ,, eine Potenzreihe von 4,,...,%, darstellt. Es ist also 


(@) Ivy | |y | 
MN. BER Yun k, ö ... k, n ö 


Der Coefficient 4 „= Pi” , beginnt mit Gliedern ersten Grades in 
hy..., #4, Denn ein von den %k freies Glied kann in 46° ,„ nicht vorkommen, 
weil der Factor x, des Integranden kein solches enthält. — Der Coefficient 








Horn, Bewegungen in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage. 207 


we 
> 
> 


AS |. von cos; in der Reihe für x, enthält im Falle «Ss? kein in 


' i : m . uns l 
den % lineares Glied, im Falle «= /£ das lineare Glied „%k,. Denn die 


Glieder niedrigsten Grades in 4° ,,... erhält man, indem man in jedem der 
drei Factoren z,,cosw;,D der zu integrirenden Function das niedrigste 
Glied k, cos w,,cosw;,1 beibehält. Nun ist aber 


k, „In TU 

Ä / For COS w, 608 w; dw, ... dw, 
(2 m)" ’ %. fr 2 
0 0 

1 
2 


cos (—u,) ist gleich 


k, für «= Pf, gleich Null für «SP. Auch der Coeffiecient von 
1 
) 


sleich 


k,, der von cos (—u;) gleich Null. Die Reihe für «, 
enthält also ausser dem linearen Glied Ak, cos«w, nur Glieder zweiten und 
höheren Grades in Bezug auf A,,..., Ä,. 
Wenn wir nun 
tw =t+H, ee : Be Ve; | 
setzen, so geht 


rn * 082 
= =, -E- 
e 2 3 OW0,3 


in 
u, = 0,t-+ 1, 
über, wo 
r 08 
0a = 2 0041 
und 


08 
en 


n 
2 Bi 0043 


ist. Hiernach sind Z,,...,2, ebenso wie H,,..., H, willkürliche Constante. 


Weil 
a" A 
ee oe, 
” a > r 
und 
02 v. a"! Ası en + 
009,1 ee h, .s. Aa Aa+ı a In 


Potenzreihen von 4i,..., k sind, gilt das gleiche für 


0. It" 
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Wir haben demnach die folgende analytische Darstellung der in der 
Nähe der stabilen Gleichgewichtslage &, = V,...,x, = 0 verlaufenden Be- 
wegungen: 


4 n) a) . / / I ! \ 
co. >= >" ... >: P‘ il. y ki,’ | ... h,” cos (v un RUE Vn u,): 
. v nl 
( N _ ) 
dabei ist 
u,=o0, I-+ E . 


hy... A, und Iı....,/, sind willkärliche Constante: o,,....0, und P’ ,, sind 


Potenzreihen von k,,....,h,, welche convergiren, wenn diese n Constanten hin- 
reichend klein sind: für ,=..=hkh,„=Visto,=4,. Die Reihe für x, ist 
für alle Werthe von t und für die Werthe von |k,|,.... 'k,| unter einer ge- 


wissen Grenze unbedingt und gleichmässig convergent. 
Ss 4. 
Wir geben den gefundenen Reihen verschiedene andere Formen. 
Zunächst ist cos (u, &,++-+r, u,) eine Summe von Produeten 


cos cos 
E., Tab 0 .5> 19,1 6,; 
sın | sın 


eos|v,|a, und sin |v,|«, lassen sich als ganze homogene Functionen |», |-ten 
(srades von cos a,, sin «, darstellen u. s. w.; demnach ist cos (v, «+ +rv, u,) 
eine ganze homogene Function von cos %,, Sin a5 ...1C08 a,,sin«, und zwar 
von der Dimension |v;| in Bezug auf cos «;,sina,. Also erscheint 
ki... A,” cos(n, + +-4+r, u,) 

als ganze homogene Function von 4, cos w,, k, sin a; ...! k, cos a,, k, sin «,. 
Die Potenzreihe Pi”), von A,...,4, lässt sich wegen 

k, = (k, 608 a)’ + (k,sinw),... 
auch als Potenzreihe von 4, cosa,, A,sina,,... auffassen. Demnach ist 
das Glied 

A) i Cos (v, u, - ... +rv, u,) 
[ 
der Reihe für x, eine Potenzreihe der » Argumentenpaare 

k; COS U;, k; sin U; (Bam 1,00. n). 


Da die Reihe für x, unbedingt und gleichmässig convergirt, wenn 





|k; cosu,|< tr, 4; sin a;| <r B=1,..,n) 
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und r hinreichend klein ist, so lässt sich”) x, als Potenzreihe der 2n Ar- 
gumente 
ki, cos u.. k, sin ; 


darstellen, welche convergirt, wenn die absoluten Beträge dieser Argumente 
kleiner als x sind. Diese Potenzreihe enthält kein von den Argumenten 
freies Glied und das einzige lineare Glied A, cos u,. 
Man kann xz, auch als Potenzreihe von Ä,,..., k, mit von %..... 
abhängigen Üoefficienten auffassen. Es sei 
Pr... = Ab". 


WO Mı....,m, ganze positive Zahlen einschliesslich Null sind, also 


2,=> 2 Ak m... kr tn cos (v, u + +rv, u 
Ördnet man nach Potenzen von Ä#,.....Ä,. so erhält man 
A Ee» SEE DE > | P- 3 A «os (v, U,tr°"tVY.Uu)f; 


WO Pi, +.+,,P, ganze posilive Zahlen sind und die Summe, welche den Coeffi- 
cienten von ÄX: ... kr bildet, über diejenigen ganzzahligen Werthe von v,,....? 
erstreckt wird, welche die bedingung 


| 


Iıv,|=p-2m,..,|9.| = pn —2m 


erfüllen; hierbei sind m,,....m, positive ganze Zahlen. Diese heihe ist für 
alle Werthe von ,...,a, und für || <r,...,|k,|<<r unbedingt und 
gleichmässig convergent. 

Wir ersetzen die zuerst eingeführten Constanten 


RE 5 RR ! 


durch die 2n neuen ÜConstanten 
k =k.eosl. k,. = k,sin! BR 


Setzt man 


v.>0,!t 
so Ist u, = v,+/,, also 
k,ecosu, = k, cose, —k,,. sine,. 
k,sin u, = k,sin vo, +Ä,.. eos v.. 


Nn+ 


*) Weierstrass, Werke Ba. I, S. TOM. 
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Die Reihe für x,, welche früher als Potenzreihe von 
k; 08 u;, k;sin u; F=1,..,n) 
dargestellt wurde, geht jetzt in eine Potenzreihe von 4, ..., 4, über: 
x, = ZU... ken kat... kp; 
darin hat A die Form 


> Const. cos? v, ... 08% v, sin?«+1 o, ... sin?er ©, 
(atan +3 = Patrn+5) 
oder 
> Const. c08 (9, ++ r,%,), 


WO Y,,...,Y, positive oder negative ganze Zahlen sind, welche die Bedingung 





Fo 
v; 


2 Ps+Ppı+3— 2m; (ma=U0,1,2,...) 
erfüllen. Die Reihe beginnt mit den linearen Gliedern 
k,cosv,—k,,,sin®,. 
Wegen k, = k)-+k,.,. gehen 0,,...,0, in Potenzreihen von 
kt he, Aut han 
über. 
Anders geordnet wird unsere Reihe 


= 2..2I4, „cent +r,% 


vı Yn 


nn Ma. sind, ++ r, u,)} 


Yen ot +R); 


4,%,,,, und B(,, sind Potenzreihen von 4,,..., A, mit Gliedern 
Const. kr... köran, 
deren Exponenten die Bedingung erfüllen: 
Pst pur: = |v;|+ 2m; en a 


Als Integrationsconstante mögen jetzt die Anfangswerthe der Coordi- 
naten und der Geschwindigkeiten eingeführt werden. Für t = sei 


! 


2.,.= 0,26 ai, 
Oben war x, als Potenzreihe der 2» Grössen 
$, = k, 608 0; —k,,; Sin v;, 
! ' | (B=1,..%) 
n; = k, sin v;+Ä,ı; 608 v; 
dargestellt: 


— NM - S . s) ) 
ı. = R, ($; sony Sms Min eos, nn): 
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Unter Berücksichtigung der Gleichungen 
dE; FR dnz 


= —0,;Nn;, == 0,6 
di N. I3 di N .,7 7 


folgt hieraus 
ı 4 > Ö : 8 Ö DL 0. 
= -Zo;ls; r . e ). 
a . 


Onz O8; 


Da die o,; Potenzreihen der 
k; u k;-+k,;; =&-+n, 


sind, lässt sich x, als Potenzreihe der &,;, 7, darstellen: 


In 


! an er P & R . 
I. > I, FREE n ® Misere, An . 


Man hat 


ı 


%, — s.+ 27 %, . — A Nat; 
wo die weggelassenen Glieder von zweiter und höherer Dimension in den 
wird, haben wir 


TS 


7 
= B, (ki, ...,. k,,) zu k', = ... 
ei. er 


na I 


&n sind. Da fürrt=0 &,=Kh,n,=k, 


Hieraus ergeben sich 4, ‚..., 4, als Potenzreihen von &,,...,€,: Cr... €: 


Hiernach geht 0, =4,+-- in eine Potenzreihe der e, ec’ über, in 
welcher die linearen Glieder fehlen. Die Potenzreihe x, von #‘...., k,, wird 
eine Potenzreihe der e, c': 


4 


= 2Dda.. dam... 0%: 
darin ist ® eine Summe von Gliedern von der Form 

Const. = (0 ++ r,v,), 
WO Y,,...,Y, Positive oder negative ganze Zahlen sind, welche die Be- 
dingung 





v|+ +|v| —Ppı Tr tPp 


erfüllen. Oder man hat 


5  — By 7 (@.) ıı1G N “ | \ 
IT = -..- 4, A N COS (vr, ®, +++ rv, v„) 
Yy| > 


Zu 


+ Bi. sin (v, e + 7 V.„v )! 


n/} » 
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worin 4, und B\ ,, Potenzreihen der e, e' mit Gliedern von mindestens 


der Dimension |v,|++--—+|rv,| sind. 


n 











9». 


Aus den bisherigen Darstellungen der in der Nähe der stabilen 
Gleiehgewichtslage verlaufenden Bewegungen ergeben sich durch specielle 
Wahl der Integrationsconstanten Darstellungen periodischer Bewegungen. 

Setzt man in der am Schluss von $ 3 aufgestellten Reihe 


k; = ), u... k, = U), 


! 


so wird 


I 
2, = ZPO, 
? 0 


hierin ist #, = o,t-+/!, und 0, = 4,++-- eine Potenzreihe von 4) ebenso wie 
Pr Pi. ea a, FH 0 ,..o-. Diese Beike 


stellt eine periodische Bewegung mit der Periode 


Ir Ze | 
— 
0, ) 


Sl 1 
dar. Die a—1 Bedingungen k,=0 («= 2,...,n) zerfallen in 


’ 


' ' Da, 
k, = ©, u... — 0), k,. — ; +. () (a = 2,..,N), 


wo an Stelle der Punkte Potenzreihen von €, ...,€,; €, ..., €, stehen, welche 


mit quadratischen Gliedern beginnen. Hieraus berechnet man e,,...,C,; Cy..., €, 


n 
als Potenzreihen von c,,e,“) mit Gliedern mindestens zweiter Dimension. 
Durch Einsetzen dieser Potenzreihen geht 


>) 


> I) ı? 2 l C 
k\ — ki+k.. — C u: 32 + N 
E_ 
wo die weggelassenen Glieder von mindestens dem dritten Grade in 


Cıy Cry) Ci, 61... Sind, in eine Potenzreihe von e,,c, über, welche mit 
quadratischen Gliedern beginnt: 


» 


D) ») C 
R = +; MR u 4 


ENT RC 


Demnach wird o, eine Potenzreihe von e,, ec, in welcher die linearen Glieder 
fehlen. Setzt man 


vr, =0l. 


*) Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes der Zeit t erreicht man, dass 
= 0) wird. 
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so wird 


u. 
2,= 2 (4% cosv, 09, +B® sin v, o,); 
v0 


! 
» 


hierin sind 4” und B{ Potenzreihen von 4, %,,, mit Gliedern von den 
Dimensionen v,,v,+2,»,+4,...; sie gehen in Potenzreihen von e,, e, über, 
welche mit Gliedern v,-ter Dimension beginnen. 

In der in $ 3 abgeleiteten Reihe setzen wir jetzt 


Bar = 0, ... k= V, 


n 


sodass 0,,..., 0, In Potenzreihen von Ä,,..., K, 


m 


übergehen, ebenso wie die 
Verhältnisse 
0, A, w ‚ „2 
7: — — +B,k+--+B,, k}, +... 


Sn /n wi 
_ / 2 ’ ' 
In u. - On 7 > E- M_. 1 k, gr + B, | I; . alle Sn 
O,, Am ai 
n 


Ist die Determinante 
NER | 


Ba-1,13., Bazı.m-ı 
von Null verschieden, so ergeben sich 
ki, ...g k- 


als Potenzreihen von 


7 2) ). 1 
a” l ee. 
kn, gı A Bu In-ı1 A ' 


ii 


welche convergiren, wenn die absoluten Beträge dieser m Grössen kleiner 


als eine gewisse Grösse r sind. Wir verstehen unter q,....,9,_, beliebige 
rationale Zahlen von solcher Beschaffenheit, dass 
), - Am-ı Ski ai 
9177 —T, 00, | Am-ı 7 ) < 1 


ist, und nehmen 4, <{r willkürlich an; werden 4,..., %,_, durch die obigen 
Formeln bestimmt, so sind e,,..., o, eommensurabel. Ist 


P, Pu 
u ser Mani = ö 


Pın Pin 
WO Pix... Pu. ganze positive Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind. so 
hat man 


MER 
0 = ee 9, 


p, pP 
Journal für Mathematik Bd. OXXVI. Heft 3. 
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Setzt man 
v= ol, 
so ist 


®| un Pı Ü, va. On \—. Pn®, 
und 


+ BR. Yın sin (v, Pı + er + 7 P..) v) 


. .. ” . Zt ” 5 . ! 
stellt eine Lösung mit der Periode r dar. Hierin sind k\,..., Kl; Kies Kaın 


Potenzreihen mit Gliedern von mindestens der Dimension |v,!+ + [r,|. 
Da sich auf Grund der Gleichungen 


et. it er ir, ie. ri En et... = 0 


n 


! 


die Anfangswerthe @,„y1s +. C5 Curiy +, Cc, als Potenzreihen von 


' 


' 
Cyy ser; Oas C, ..., cc 


m 


darstellen lassen, welche mit quadratischen Gliedern beginnen, so erscheinen 


c 

4 1 a 

k, = a +", oa un 77% +... (a 21,..,M) 
174 


! 


und damit auch 4 ,, und Bi, als Potenzreihen von ©, ..., ©, Ciyrr., € 


m® 


Da die m— 1 Grössen 
2 2, 0% 9 ) 1 
ki = ca+ 18 Fer, oeer, kn = 1tr5> + 
1 
Potenzreihen von 


C 
2 2 m 
k,, = Cn + 22 + vun 


m 


sind, so müssen nach Annahme der rationalen Zahlen q,,..., q„_, zwischen 
den 2m Grössen 
a 
m-—1 Relationen bestehen. 
Sind insbesondere A,, ...., 4,, eommensurabel, so erhält man eine Schaar 
periodischer Lösungen, wenn man 


2 4 m—1 


1: wi I wi, Im-ı Br An 


setzt. 
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S 6. 
Als Beispiel diene die Bewegung eines schweren Massenpunktes in der 


Nähe der tiefsten Stelle eines elliptischen Paraboloids mit lothrecht aufwärts 
gerichteter Achse”) 


Wir setzen 
2 _ P(A—p) (P—W) 


= . 
P—4 | 
» _ Ag) (ug) 
y en 
+ np 
a = Ag, 


jedem Punkte x,y,z der Fläche entspricht ein Werthepaar 4, «u, so dass 
‚>p>u>g 

ist. Es ist 4A=p für die Parabel 

z=(0,y = 2g3, 
u = g für die Parabel 

y=0, x’ = 2p5; 
im tiefsten Punkt x = 0, y=0, 3=0istA=p, w=g. Wenn die Masse 
des bewegten Punktes gleich 1 gesetzt wird, so ist die lebendige Kraft 

T—_ 1 A (A— u) (2 m 1 ul R u) Si ), 
3 A—p)(A—g) \dt}) B8(p—u)(u—g) \di 

die Kräftefunetion 





U=-—-g3: = -5 g(A+u—p—g). 


Durch die Substitution 


/ = u u—-q = ”: 
Kr p ' TR q 
erhält man 
| x? Bas" v; r 
= | 2 = 5 V1+ 1, BR a 
u oh H 9(P—49) J 2] 1 p (pP —49) 2p 29 


einem Werthepaar z,, ©, in der Nähe von 2, =2,=(0 entspricht ein 


*) Vgl. de St.-Germain, Mouvement d’un point pesant sur un paraboloide (Liouv. 
Journ. 1877). 


29* 












216 Horn, Bewegungen in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage. 


Flächenpunkt x, y, 3 in der Nähe von 2=y=3=0 und umgekehrt, 
wenn die positiven Werthe beider Quadratwurzeln genommen werden. 
Jetzt ist 





2 x? x2 
1 .) | — 5 u ) | 
T= (145: ER 1 pP | q (=) 
Pp-q 2 
| g’ p g-+ m. de\: 
2 BE. dit )' 
P—q q 
re (= ai) 
U= 39 \, 4 > 
Setzt man 
2) iur) 
ne a a IE 
vr. Pp—q— — 
.- r + 
l+ = 1+ 7. 
pi ()=-— 2? y (2.) = — 
peu )—q— — 


und 


so hat man, wenn man die frühere Bezeichnung 


P = 91 Pa — Pu Pan P, = Ya, P,= —- Pi 
anwendet, 
le 7 EEE 
®, ®, 
U = &b vw b v;. 


Die Bewegung des schweren Punktes in der Nähe der stabilen 
Gleichgewichtslage x, = x, = 0 kann nach $$ 1—5 untersucht werden. 
Es wird 
ö 2h, „(i + ) —2h, 
F(@,) = (1+ =} 7. 0+ — 


I—q4-+ u 
—. p 








=] 
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1 2h li + \—2% 
2 5 ( } . 
F; (2) . (1 + +) vs IL, zu 


q 2; 


Pp—g— 








Die in der Nähe von z,= 0 gelegenen Wurzeln a,, b, der Gleichung 
F,(z,) =0 («= 1,2) ergeben sich aus 


. h, 7°) ( h- p—a\, 20h p—h.) 2p(ph —h,) | R 
Ze gi Pig. > in ’ A 3 
” (; > )tPl 9 5 ) | y sPr—D | 
Fr h, pPp— 1) ( p—-qg\' , 2(h,g—h,) 2g(gh, —h,) | . 
RT F La zu ai rn. ) ” g gap) ni 


wo 4,, Ai, neue Integrationsconstante sind; man erhält 


g (" mir 
h, > p j q )+ 


1 


WEHR Non 
j 2 Bi SER 
als Potenzreihen von 4), 4} und 
4, = k,, b, = — k, ( 
ferner 
F,(x,) = (k,+z2,) (k,—-z.) @. (X, | 
wo 
Y ( x? k2 
ae =2lır l- 4...) 
p \ p° q(P—49) 


/ 9) 22 _ k? 
G,(2;) = (\ 2% 2,7 -) 
a\ PP —g) 


Potenzreihen von x, 4, 4 und z;, k,, % sind. Nach $ 5 ergeben sich 


gl k2 
a= Ve (i-8 +.) 
als Potenzreihen von 4}, %. 
Da y,;(k,eosw,) und G,(k,cos w,), also auch Ah,; (w 
Potenzen von %4,, 4, enthalten, verschwinden ($ 2) alle S“ und TC mit 


\ 


nur gerade 


ungeradem Index «; also kommen auch in der Darstellung von x,.«, als 
Functionen von w,,w, nur gerade Potenzen von A,,%k, vor. Setzt man 
wie früher 

u, >= o,t-+H1, 1,2), 
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so ist 
2, = EA), 608 (v, w+rV, u;), 
vi »% 


l» 


(Y,hn=—0..+©) 


nn n „ 
ou, Qu, ou, Ou, 
: :).dw, dw. 


k, ..n ‚za 
FE | / c08 ©, 608 (9, u +V; m) - | -— — = 
me u, 5 (rı m+9 %) ow, dw, dw, dw, 
0 0) 


Da unter den Integralzeichen eine Potenzreihe von 4, 42 steht, ist „44 


Vı,V;» 


y 


das Produet aus %, und einer Potenzreihe von 47, k;. 


Allgemein ist nach $ 4 


T, — 5 5A kr kB: COS (v, u, +r, %;), 
Yı,VYa Pı,Pa 


vı, | =pı—?m,, In|=Pp, -2m, 


Da in der Entwickelung von x, nur ungerade p, und gerade p, auftreten, 
kommen auch nur ungerade v, und gerade v, vor, während die Ent- 
wiekelung von z, nur gerade v, und ungerade v, enthält. 


Man findet 


k3 
x, = k, coswu+ i6p° (c08 u, — c08 3u,) 


h, h; 'q inc [% ‘) . (4 . | 
+ | - (cos (u, + 20,)— cos (u —2))-+-, 


A) 


k3 s 
x, = k, C0O8 u, + Gi (COS &,— 608 3%,) 


16 


2 Jh 'p 
+ 3 \ . (cos (2u,+%)—- cos 2u—W))+-, 


sp(a—p)'q 
wo die weggelassenen Glieder mindestens von der Dimension 5 in %,, %, sind. 
Ist für = 0 
Lu = C„;s x, = Ce *) (a=1,2) 
und setzt man 
v =o0il, o, = Ol, 


so Ist 


*) Zur Abkürzung setzen wir 


= y® e; 








Horn, Bewegungen in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage. 


x, = 6, 6089, +6, Sinv, 


c? 3c, c? c,c,c 
| Mich, A ü 
: =. > \ COS ® 
+ (1 16p 2(p—4g), 
l3e, e, cc c2 c e3 ce? 
2 "9 = 77 1 | heat. x 
1 Bug ET „ SEEEEEPEER + —. - + ‚IS © 
+ 16p°  2Zp(p—g) 24(P—4q) | 16p " 2(p—q) | 
c, (c? — 3c? j ce (e?—5c?) . « 
48 - 1) coa3e. + ‚(ein 2 1) sin Be, 
16p° 16p° 
ji 
| p \/ 2 a2 © ni 5) 
' (e, &—-0, 5 —26 €, &,) 608 (e, +2p;) 
gp-)NT? 0? 66) len 
— (C, &—c, &+2c; €, C,) 608 (0, — 2P,) 


+ (€, 5 —€, &+2c, 6, €,) sin (0,+2P;) 


/g { ec; + ci I . 
Mr \, (1- rg +); 


— (6, 5-6, %—2e, 6, 6,) sin (o, —2p,)! 4 


x, erhält man aus x, und o, aus 9,, indem man ®,, ©, €,,©,, €,.6&p,qg dureh 
%, %,, C3, 61, 65, 6, Q,p ersetzt. 


Durch Nullsetzen von k, erhält man die periodische Bewegung 
"3 


x = kh,cosu +2 5 (608 u —C0S3u) +, m = 0 
16p° R 
auf der Parabel y = 0, x’ = 2pz; durch Nullsetzen von k, die periodische 


Bewegung 
2 =\), m = k,c08%+ Cr (COS u, — 608 3%,) + 
auf der Parabel x = 0, y' = 2gz. 

Weitere periodische Bewegungen ergeben sich nach $ >. 

Zweiter Theil. 
87. 

Es mögen jetzt T und U die am Anfang der Einleitung angegebene 
allgemeinere Form haben, so dass die Lagrangeschen Differentialgleichungen 
der Bewegung die Gestalt 

er la... 0; Brei) + Ra 2) 
(a=1,....n) 
annehmen, worin F, eine quadratische Form von z/,..., x, ist, deren Coeffi- 
cienten Potenzreihen von z,,...,x, sind, und @, eine mit quadratischen 
Gliedern beginnende Potenzreihe von z,,..., 2, 
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Unter der Voraussetzung, dass zwischen A4,...,i, keine lineare Re- 
lation g, A, + +94, = 0 mit ganzzahligen Coeffieienten g,,..., g, besteht”), 
zeigen wir, dass unsere Differentialgleichungen formell befriedigt werden, 
wenn man für x, eine Reihe 


z — ze) +29 + vo + az) + ... el, n) 


[74 


selzt; darin ist x eine ganze homogene Function p-ten Grades von n Inte- 
grationsconstanten k,,...,k, und eine periodische Funclion von n Argumenten 
Uıy..., 2, mit der Periode 2n in Bezug auf jedes dieser Argumente; es ist 


U, =D t + 4 ie u n). 


NG 


oe 77 (?) ı (#) 
Ö, a ben + 0, 70% rn. 


( 


wo 0\',0,”,... ganze homogene Functionen 2.,4.,... Dimension von k,..... h 


sind, während I,,...,!, neue Integrationsconstante bezeichnen. Insbesondere ist 


x) — k,ecosu, Te 


*) Diese Voraussetzung brauchte im ersten Theil nicht gemacht zu werden. 
“*) Stellt man H= T— U als Function von 
oT 

Ta, Yu = 27 a 


dar: 


| n ’ 1 ir rs | 
N= 5 = Ya nz = ns Ar, + 


so hat man die Hamiltonschen Differentialgleichungen 


dx. cH dy oH 
- = < & ER. = — ae, ..., Mi. 
dit OYa dt OLu 
Setzt man 
& 
7 u z b) Ya ih a YA. 
YAa 
so wird 
1 n 
H=5 31.(EH+mM)+- 
») —— - F 
= a1 
und die Differentialgleichungen lauten 
dE, oH dn, oH 
— > = m Bl... 
dt ONa” di O5, 


Wir verstehen jetzt unter H eine Potenzreihe der £,n, welche ausser den angeschriebenen 
quadratischen Gliedern beliebige Glieder höherer Dimension enthält. 

Die Möglichkeit der formalen Berechnung unserer Reihen aus einem solchen 
Differentialgleichungssystem ist nicht ohne weiteres ersichtlich; deshalb hat Poincare 
zuerst auf Umwegen die formale Existenz der Reihen bewiesen, bevor er zu ihrer direeten 
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Zum Beweise führen wir die Zagrangeschen Gleichungen, indem wir 


dr. y OTu 
— z 0, . is i 1 
dt F»T gi 
d’ La 2 0° BD, 
er = > () ‘) ( ı ] ) 
dt“ N Au, OU; 
setzen, über in 
, 028 
2 0,0; Liz 
A ou,ou,; 
„» . OL, f Y / 
— F (ro .ıT,, \+@ D.. ie 
; ou, 


Setzt man hierin für &,....,.z, und o,,....0, die oben aufgestellten Reihen 
und vergleicht man die in Bezug auf A,,..., A, linearen Glieder, so erhält 
man die Gleichungen 


. 9’ 
2 hı hi = -i = U 
hi ou, om, 


welche durch die oben angegebenen Werthe 


2’ — k,eosu 
befriedigt werden. 
Wenn man 
F = Zu’ z,z, 
(ri — »3 Dir 7 L:r 


) 


Berechnung überging (Mecanique celeste, Bd. II, S. 160— 165, 190-195; Sur lintegration 
du probleme des trois corps (probl. F), Bulletin astronomique, Bd. 14). In unserem 
Falle lässt sich jedoch im Anschluss an die Lagrangeschen Differentialgleichungen die 
formale Berechnung der Reihen so ausführen, dass man aus der Art der Berechnung 
ohne weiteres deren Möglichkeit erkennt. Dies zu zeigen, ist der Zweck des gegen- 
wärtigen Paragraphen. — Uebrigens kommt das obige Differentialgleichungssystem in 
Poincares Mecanique celeste nur nebenbei vor, während es sich hauptsächlich um das 
Differentialgleichungssystem 
der, oF dy; oF 


BE y; at oz, 
handelt, wo 

F=F +uF+u’F, + 
und « ein kleiner Parameter, F, eine Function der z allein, F,F,,... Functionen der x 
und periodische Functionen der y mit der Periode 2 sind. Vgl. die Kapitel 5—1D 
des zweiten Bandes über die Lindstedtschen Reihen. 


) 
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(0) (0) » 
gu) _ m m ah a _ 
rt) din “) b) Hi — I 
setzt, ergiebt die Vergleichung der in A,,....%, quadratischen Glieder für 


x,’ die Differentialgleichung 
EEE 0? 2” ı 532 _0) 
A by, h; an A Bi > A, TC, 
n6 ou,cu, 


SE b,k, (MP cos (w+u)+ PD cos (u, — u,)‘ 
hi j 


mit der partieulären Lösung 


(n) 


2 u A; cos (u, tu) , Bu cos (u, — m) 
Lu  — ki, k,; y r + ww u 2 N 7 y i ») 
hi (4, + 4,)’— 4 AAN —A,. 


vorausgesetzt, dass keiner der Nenner 
(A, A) —h, 
verschwindet. 
Allgemein ist, wie wir sogleich zeigen werden, 
ar = Em... KuizAcos(v,ut+t--+r,u), 
wo die äussere Summe über die ganzzahligen positiven Werthe von 91, -.-. P, 
mit der Summe p, + -+p, = p und die innere Summe über die ganzen 
positiven und negativen Werthe von v,,....r, erstreckt wird, welche die 
Bedingung 
v;, = P;— 2m; (#3 =1;...n) 
(m, ganze positive Zahl einschliesslich Null) erfüllen. Die Differenz 
pı ++ P—( v ++ v, ) =— p—( v, +:++|v,) 
ist eine gerade Zahl (einschliesslich Null). Demnach treten in x”, wenn p gerade 
ist, nur Glieder mit cos (mn ıu+-+r, 


‚a,) auf, in welchen |r,|+ + |r,| 
gerade ist. Ist dagegen p ungerade, so erscheinen nur Glieder mit 


c08 (r, a, ++ v,@,), In welchen |v, 





+++ |rv,| ungerade ist. Da p;>|r;| 
ist, so ist der Factor von cos (v, ++ r,u,) stets durch Ak,” ... k,'” theil- 
bar. — Wir werden ferner zeigen, dass o”’ im Falle eines geraden p = 2g 
eine ganze homogene Function g-ten Grades von #,..., A, ist. 

Bevor wir die Richtigkeit des für x’ aufgestellten Ausdrucks be- 
weisen, zeigen wir noch, dass das Produet mehrerer Ausdrücke von der 
für x’ angegebenen Form ein Ausdruck von derselben Form ist. Es sei 
x) eine Summe von Gliedern 


AU RE u. höh (co8 v0 + +9) u) 
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mit ı +" +p.=p. v; = Pp;-2m;, und x%,? eine Summe von Gliedern 
A’ la... kön cos u +--+r, u) 
. 2 ı 2; Zi A -) Zi ya ! zZ .. . * 
mit 9 + +p. =p, v; =p;—2m, (m;,m; ganze positive Zahlen ein- 


schliesslich Null). Das Produet der beiden angeschriebenen Glieder von 


2") und x,’ ist gleich 


AA" ke... kr leos((v, +v/)u +--+(v,+Vv)u,) 
“) l ı | ri 1 / | ) 


— 


+cs (mn vr) + +(r, —r,)u,)': 
dabei ist p;+p5 = pP. Pıt+'-"+p. = p-+p” = p, ferner sowohl v;+r}; als 
auch v;—v; gleich p; vermindert um eine gerade Zahl. Das Produet 


zDd.2? enthält also nur Glieder 


AKU ... kr ecos(v +. -+r,u,) 
mit 1 + "+p.=Pp, v; = ps—2m, (m, ganze Zahl). Glieder mit cos «; 
können im Produet nur auftreten, wenn p ungerade ist. — Für ein Produet 
von mehr als zwei Factoren gilt Entsprechendes; ebenso für ein Produet, 
in welchem zwei Factoren =, x,? durch partielle Ableitungen erster 
Ordnung ge@,, Ben, ersetzt werden. Dasselbe gilt für ein Produet der 
ou; Our 
letzteren Art, welches noch mit einer ganzen Funetion von 4,,..., %, multi- 
3 _(?7) 

plieirt ist, sowie für eine Ableitung zweiter Ordnung 3 - „ multiplieirt mit 
einer ganzen Function von Ä..... Ä,. 

Wir zeigen jetzt, dass das oben aufgestellte Bildungsgesetz für 2 
eilt, wenn das entsprechende Gesetz für x, x, ..., 2?” riehtig ist. Wir 


‘ 


setzen oe’ (r<p-—1) als bekannt voraus und bereehnen 9 falls p un- 
gerade ist. 


Zur Bestimmung von x dient die Differentialgleichung 


N: r\?) Par r' ) 
ia DEE ER 2 een oe 2") 
— fi = Er I \ N i .%“ J 
hi ouU,„,ONu, i ou u, 


Auf der rechten Seite stehen Glieder 
Ü 2’) r(P'') kr 


sowie Glieder 
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Wenn p ungerade ist, so ist das vorletzte Glied der linken Seite gleich 


n2 (1) 
f1 „b-1) (2) „(p-2) O’x, 
>2 (A, 0 °’+0, 09, + “) . 
7 ou,0u; 


oder nach Einsetzung von x’ = k,cosu, gleich 
/ —1 2 9—3 j ı-1) 7 and 
— (4,09 +0 EP +... + 00797) k, 608 u, 


Jedes Glied der linken Seite mit Ausnahme des ersten, vorletzten und letzten 
ist gleich einer Ableitung zweiter Ordnung einer der Funetionen 2”, ..., x 
multiplieirt mit einer ganzen Function bereits bekannter Grössen 


(2) (#) (p—3) 
PP ‚u ser, Q, ’ 


e 


d.h. mit einer ganzen Function von 4,..., #, 


n® 


Hat man im Falle eines ungeraden p 0, ...,0X”” berechnet und 


& A, 
2, ’,...,2 in der oben vorausgesetzten Form gefunden, so erhält unsere 


Ditferentialgleichung die Gestalt 


n2 _(P) 

8: ‘ 
. & „2 (vr) __ <1p Re) I Sc . fo P \ 
- 4, rn. oO u ou nz ba 2, A ki u de kön Tunes al cos \‚ 1 u, un de + ) n u„)}; 
’ ne | 


WO Pıy...,p, und v,....,v, dieselben Werthe annehmen wie in der oben für x 
angegebenen Entwicklung. Auf der rechten Seite tritt das Glied 


21,00 k,cosu, 


mit der noch unbekannten Grösse 0?” auf: wir greifen auch die bekannten 
(slieder mit dem Factor cos, heraus: 


Zah... kir cosu,, 


worin p, eine ungerade, 913 +--Pa-ı: Paris pP. gerade Zahlen sind, oder 
anders geschrieben: 


k,cosu, Zu kit... Kg (9 ee Fa Zt). 


Man bestimmt 07” so, dass die Glieder mit cos«u, auf der rechten Seite 
der Differentialgleichung für 2’ (« = 1,...,n) fortfallen; man findet 


1 


N ER 
0% ws > M 


Zu... 


als ganze Function von Ä},...,i,. Dann ergiebt sich 


‘) inc _ t a E R \ 
2) — _ hr... ken IBS A cos @ re In n)\ 
1 n | (v, A, zz u Yu )— 12) 


[7 
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d.i. ein Ausdruck von der oben angegebenen Gestalt, vorausgesetzt, dass 
keiner der Nenner verschwindet. Rechts fehlt die Combination 


0. ln alt ad, 0, 


a 
da ja der Coefficient von cos«, gleich Null gesetzt wurde. 

Im Falle eines ungeraden p kommen in der Differentialgleichung 
für &” Glieder mit cos u,,..., cosa, nicht vor, und es treten nur die als 
bereits bekannt vorausgesetzten Grössen auf; x” erscheint in derselben 
Form wie vorhin. 

Wir haben vorausgesetzt, dass keiner der Nenner 


verschwindet, wo »,,...,v, positive und negative ganze Zahlen einschliesslich 
Null sind; die Verbindung v, = 1,v; = 0 (P<Sae) ist ausgeschlossen. Wir 
können diese Voraussetzung so aussprechen: 


Es besteht keine Relation 


9, An — ... T7£ bh zu= (), 
WO is +++, gu positive oder negative ganze Zahlen einschliesslich Null sind 
(natürlich mit Ausschluss von g, = 0,....q, = 0). 


Bei der Art, wie oben die partieuläre Lösung der Differentialgleichung 
für x’ gewählt wurde, kommen in x” (p>1) Glieder mit cos, nicht 
vor. Uebrigens wird die oben angegebene Gestalt der Reihen nieht geändert, 
wenn man für p = 3,5,... die oben gewählte partieuläre Lösung x” um 


cos u, | ZAktı ... kan! 


n ) 


vermehrt, wo 9, +"+p, = p und P13:..: Pa-ı, Paxıy +, pP, gerade, p, ungerade 
ist. Wir wollen jedoch von der Zufügung eines solchen Ausdrucks zu 
x’ absehen. 


( 


oO. 


47 


Die in $ 7 hergeleiteten Reihen lassen sich ähnlich umformen wie 
die in$3 und $4 erhaltenen Reihen des specielleren Problems. 


Setzt man in 2,= E x” den für x!’ gefundenen Ausdruck ein, so 
p=1 


erhält man 


\ 


2. un : k" ER kn | > ° A Cos (v, A, 2= ... + V, u) e 
Piss, Pn ’ 


Pareo, I 
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WO P1,:-.,P, ganze positive Zahlen (einschliesslich Null) sind und die mit 
4 ... A multiplieirte Summe über die ganzzahligen positiven und negativen 
Werthe von v,,...,v, erstreckt wird, für welche v; = p;—2m; (m; ganze 
positive Zahl einschliesslich Null) ist. 

Durch Umstellung der Glieder erscheint &, in Form einer trigono- 
metrischen Reihe von ,.....2,, deren Coeffieienten Potenzreihen von 
R,..., 6. sind: 


n 


7 


” ‚ + 2m av + Im I ao 
"Ph ee a 5 u "co (m, u +" +r,n,). 


Hierin sind v,,...,v, positive und negative, m,,...,m, positive ganze Zahlen 
(einschliesslich Null). Bei der Art, wie die Reihe für x, in $ 7 hergeleitet 
wurde, redueirt sich der Factor von cosa, auf A,, da cos, in x (p>1) 
nicht auftritt.) 


Formal lässt sich x, in eine Potenzreihe der 2» Argumente 


k;cosu,, k; sin“; (#=1....n) 
umwandeln. 
Wie in $ 4 vollzieht sich die Einführung der neuen Integrations- 
eonstanten 
ki, = 6; ont, %,,, = iin, (a=1,...,n) 
oder 


! 


Bi 


N 


*) Bei der Art, wie die Constanten 4,,...,i„ im ersten Theil eingeführt wurden. 
hat cos «, in der Reihe für ©. ($ 3) einen Üoeflicienten von der Form 


k.(1-+2. (k?,...,kn)), 
wo »,„ eine Potenzreihe der beigefügten Argumente ohne constantes Glied darstellt. Wir 
führen an Stelle von k,,...,4„ neue Constante f,,...,t„ ein: 
= k.(1+2. (k?,...,k2)). 
Hieraus erhält man %k, in der Form 
u, ut +, ...,), 


wo a. eine Potenzreihe der beigefügten Argumente ohne constantes Glied ist. Hiernach 
ist der Coeffiecient von cos u. in der Reihe für x, gleich f,, der Coefficient von 


f . a. 1 4 + V, ’ < 7, . . R 
cos(v, u + +-- - + v„ U„) gleich Ber... EM  ,.5 me eine Potenzreihe von 
a6) #5 . . » . . .) ... . “ ® o x 
f?,....E ist. Ist in $ 4 die Potenzreihe Wr; für hinreichend kleine k?,.... Ak, con- 


. . . la) v.. . . . r . 
vergent, so convergirt auch die Potenzreihe $,....., , für hinreichend kleine Werthe von 


Be 
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LT, = 06 %, > €. fürt = 0). Man erkennt, dass sich x, und x), als Potenz- 


reihen von €, ..., 6,5 €, ».., ec, darstellen lassen, deren Coeffieienten periodische 
Functionen der » Argumente 


vo, = 0ıl,...,v, = 0,! 


mit der Periode 2 in Bezug auf jedes sind; @, = 4,+--- ist eine Potenz- 
reihe der e, ec’ ohne lineare Glieder. Nachdem die formale Existenz soleher 
Reihen nachgewiesen ist, können sie unmittelbar aus den ZLagrangeschen 
Differentialgleichungen berechnet werden. 
Wir setzen 
= 2’ +20,’ +. +r 


(p) 


ey te tet rt 


x und y‘ sind ganze homogene Funectionen p-ter Dimension der 2 Uon- 
stanten e, ce und periodische Funetionen von 


f 7 (2) (3) 4 , 
) => £ | — _ PR EEE" . 
®; 0; 1 br; 0; 7 O; I )E; N 


o?) jst eine ganze homogene Function p-ter Dimension der e, e.”) Für 
t= 0 ist 

ad = ce. ed, A =ıN.... 
3 


Dec, 0, y>=0,. 


Die Zagrangeschen Gleichungen 





dr. 
== 5. 
dit 
dx, . r ) y ! 4 \ Y 
1 +4, 2, = F (2, oo dus Tree C,) Tr (7 Dis es. KT 
( 


sehen, wenn man 


dx, or dı I 
— P. IF — % ‘) 
dt F “rin di ver u? v, 
setzt, über in 
er 
5 ‘dj — | 
Er N 
20, +2, = PR (2. 05 Sr u) + (ie, 
oo \ . % 


Nach Einsetzung der Reihe für x,. x. und o, vergleichen wir die Glieder 
erster, zweiter, ....p-ter Dimension in Bezug auf die e,e. 


e\ r o. . . ) (v) E . j . 
*) Natürlich haben jetzt «.”' und oe“ eine andere Bedeutung als in 


sn 
























Horn, Bewegungen in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage. 


Die Vergleichung der linearen Glieder ergiebt die Differential- 
gleichungen 


n _() 
‚9 OLa 1 
>; h; Er —— : ji 
i DEU; 
a 
2 
D ov, j 


mit der Lösung 


() n Ca u: 
ze, = 0,608, + ; sın ®,, 
.q 


yD = —c,4,Sinv, +c, eoso 


a) 


welche die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen erfüllt. 
Wir wissen bereits, dass sich für =), y”’ Ausdrücke von der Form 


ar’ = FAcos(v,v +. +r,v)+FBsin(v,vu +" +r,o,), 

yP’ = IAI4cos(v,v +-+r,0)+=Psin(v,v, ++r,o, 
ergeben müssen; hierbei sind ”,,...,v, ganze Zahlen, welche die Bedingung 
r,|+ ++ lr,I=ZSp erfüllen; 4, B,4,b' sind ganze homogene Functionen 
p-ter Dimension der e,c. Wir setzen 





mUÜ (p—1). (1) (r—1). (2) (n—? 
a a 
als bekannt voraus und bestimmen 
.(p) (p) (p—1) 
X, ’ Y; ’ O, . 
Wir haben die Differentialgleichungen 
n„) n ,#-9d 2.0) 
"TR Ae + 50 Oz. +++ 5 „um y@) 
DIE TR TB a °" a: 
) ,(P) 2,2%) 2!) 
9 O Ya . 2 O Ya N ' (p—1l) OYa “2 (») 2 
v“,) \ = v9) 4 ERn 5 0\ i vr) — ’. 
T od; Pr or | Be op; ” BE zZ 


(. ist eine Summe von Gliedern Oonst. & ... r rZ2,1++q,=p), 
wo auch zwei der Faetoren x durch y ersetzt sein können. Setzt man für 
die bereits berechneten Grössen ihre Ausdrücke ein, so erhalten die Diffe- 
rentialgleichungen die Form 


3 „(P) 
- O Tao ) ! 
PN? re yW + EU cos (v, %, + +9,09 
ı . 
+ FB sin vo +-+r,0,), 
2 .,(p) 
a 9% OYu 23 ‚) ‘ ! > l | ’ 
3, 2-+% ar) = EU cos(vr, vo, +.-+rv,o,) 
ı i 


, 


r »\ % sin (v, ®, =. he + Fe v,), 
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wo A, B,W, 3 ganze homogene Functionen p-ten Grades der e,c' dar- 
stellen. Auf der rechten Seite der ersten bezw. zweiten Gleichung kommen 
die Glieder 


(p-1) . 02 
0, (e. Be, j 


ug / / 


COS 0.) ra,cosv, + b, sin®,, 


oP = (e,4,C08 0, + ce, sinv,) + a, coso, + b, sin, 
! y “ u N * 
vor, WO A,y,...,D, ganze homogene Funetionen p-ten Grades der e,e' sind. 


Damit sich =’, y’ als periodische Functionen der »e von der bekannten 


Form ergeben, muss 


! 


N a 
- > —] [7 
2c.e”+b,+°=0, 
Aa 
ce, b' 
‘ (£ (p 1) ER [7 
ALT Furz 


sein;*) die beiden Gleichungen müssen für 0°” dieselbe homogene Fune- 
tion p-ten Grades der e, ec liefern.””) Die Coeffieienten 4, B,4,B' in den 


Entwicklungen von x; und yZ ergeben sich jetzt aus den Gleichungen 
“ r - ! R.73 2 er ! r - a ‚ r . \ Per} " p 
B (v, +" +r,h)— 4 — U, —,, B+A (v, bh; u ar ‚ bin) _— —_—h , 
Av h+-+r,4)+P=-B, %4+B(wh+-+rv,)=W 
*) Durch Einsetzung der Ausdrücke 
z=acosv,+tbsinv,„—+t +, 
u S0.7 "si Er ae 
y=acosv„+bsinv,H 
in die Differentialgleichungen 
F - Ha Hbsi | 
N, =y-+acosv„+bsine,.—+--, 
i or; 
Ö f 
54- Ei — A, 2040 c0ose,.+b’sinv, + »-- 
i cv; 
und Vergleichung der Coefficienten von cos v, und sin v, erhält man die Gleichungen 
.b—a=a, Lab =—b, 
a b’ 
.arb = _—, 1b d =. 
Er Asse “ 
welche nur bestehen können, wenn 
a’ b’ 
b+.-=0, 0a—— =0 
u ha 


ist. 

**) Die angegebene Berechnungsweise der Reihen trägt demnach ihre Begründung 
nicht in sich selbst, sie setzt vielmehr die formale Existenz der Reihen bereits als be- 
wiesen voraus. 

Journal für Mathematik Bd. OXXVI. Heft 3. al 
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als Brüche mit dem Nenner 

(ht +r, A) he: 
welcher unter den früher gemachten Voraussetzungen nicht verschwindet, 
wenn man von dem Werthsystem 


n 


v, == Ban u 0, V. em X Vor => Br y._ () 


absieht. Versteht man im Falle des letzteren Werthsystems unter 4,..., B' 
die Üoefficienten von cose, und sino, in den Entwickelungen von x 
und y\”, so sind unter den obigen vier Gleichungen nur zwei unabhängige: 


„B-1=- U, 4+B = —-8B. 


a 


Die fehlenden Gleichungen ergeben sich daraus, dass =” = 0, y\” = 0 
für £= 0 sein muss; hiernach verschwindet in den Ausdrücken für x!’ 
und y/”’ sowohl die Summe aller Coefficienten „{ als auch die Summe aller 
Coefficienten F". 

Ss 9. 

Wir vergleichen die am Anfang von $ 5 für x, angegebene trigono- 
metrische Reihe von u,,...,u, mit der von Herrn Korteweg") aufgestellten 
Reihenentwickelung. 

Wir hatten in $8 


u = 5 (Akt... Krttncos(v, u +++ rV,%,), 


u sony Yn 


WO Y,,...,”Y, positive und negative ganze Zahlen, m,,..., m, positive ganze 
Zahlen sind. Der Factor von eos (vr, «+ + v,u,) ist also eine mit Ak”... k,'” 
multiplieirte Potenzreihe von Aj,....A,. Bei der in $7 angegebenen Be- 
rechnungsweise ist der Coefficient von cos, in x, gleich #,; der Coefficient 
von 6084; (? = «) ist gleich dem Product aus 4; und einer Potenzreihe 


von Ä,...,%;, welche für A, = -- = k,= 0 verschwindet; das von den « 
freie Glied der trigonometrischen Reihe ist eine für 4 = .-=Kk,=( ver- 


schwindende Potenzreihe von A. ...., 4,. 


Setzt man 
uch, = Ch 


wo Ö,,...,C, als fest gewählte Werthe und k als willkürliche Constante 


*) Korteweg, sur certaines vibrations d’ordre superieur et d’intensite anormale 
dans les mecanismes a plusieurs degres de liberte (Archives neerlandaises, Ser. 2, Bd.1; 1898). 
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1} 


betrachtet wird, so geht der Coeffieient von cos (vr, a, +++ r,xa,) in eine 
mit 4 ”'++”%! multiplieirte Potenzreihe von A’ über, der Coefficient von 
cos“, in x, ist gleich C, h, der Coeffieient von cos w,(P = «) beginnt mit Ah’ 
und enthält nur ungerade Potenzen von h, das von den x freie Glied be- 
oinnt mit A’ und enthält nur gerade Potenzen von h. Ferner ist o, eine 
mit A, beginnende Potenzreihe von h’. Damit sind wir zu der Gestalt der 
Reihen bei Korteweg gelangt, wo jedoch nicht hervortritt, dass sich jede 
der auftretenden Potenzreihen von h als Product aus einer Potenz von Ah 
und einer Potenzreihe von %° darstellen lässt. 

Es möge noch gezeigt werden, wie sich die in dem Aufsatze des 
Verfassers „Beiträge zur Theorie der kleinen Schwingungen“”) nach- 
sewiesenen periodischen Bewegungen aus den HReihenentwichlungen von S 7 
und $ 5 ergeben. 

Setzt man in der allgemeinen Reihe am Anfang von $9 die n—]1 
Constanten #;,..., A, gleich Null, so geht sie in 

2, = = LE, Ak ' “. cosrv, u, 
über; hierin ist «, = o,t+/, und o, = 4, +:-- eine Potenzreihe von 4. In 
den Üoefficienten A traten ursprünglich Divisoren von der Form 


(At +r, hy —h, 


auf, die sämmtlich von Null verschieden sein mussten, wenn die formale 
Berechnung der früheren Reihen möglich sein sollte. Hier bleiben aber 
nur die Cosinus derjenigen Argumente v, %,+--+r,», stehen, in welchen 
=" =v,=( ist; in den bleibenden Coefficienten A kommen also nur 
Nenner v/ A)—4, vor, die sämmtlich von Null verschieden sind, wenn keiner 


der a—1 Quotienten 
1 m 


A Denn ), 


1 


eine ganze Zahl ist. Wie am Anfang von $5 ergeben sich, wenn diese 
*) Zeitschrift für Math. u. Phys. Bd. 45. — Dort waren die Voraussetzungen 
insofern allgemeiner, als U in der Umgebung der Gleichgewichtslage die Form 


5) S, =? +++ ») 5.2 +" 


hatte, wo $,,...,s„ nur theilweise negativ zu sein brauchten. Vgl. übrigens den Schluss 
des gegenwärtigen Paragraphen. 


31” 
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Bedingung erfüllt ist, &;,...., €; &,..., c, als Potenzreihen von c,,c,, welche 
mit quadratischen Gliedern beginnen. Dann ist 


2) 
2, = 3 (A cosv,o,t+ BU sinv, o,d), 


yv,—_(ı 


wo 0, = 4, +. eine Potenzreihe von c,, e, ohne lineare Glieder, 4 und B{ 
Potenzreihen von e,,ec, mit Gliedern mindestens v,-ten Grades sind. Man 
kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit ec, = 0 annehmen; dann erhält 
x, die Form”) 


& 


n 
= 3 AM) cosv, 08; 


on 
hierin ist 0, = 4,+--- eine Potenzreihe von e ohne lineares Glied und 2) 
eine Potenzreihe von e mit Gliedern v,-ten und höheren Grades. Die 
Convergenz dieser Reihe ist in dem früheren Aufsatze bewiesen. 

Uebrigens bleiben die Entwicklungen von $ 7 ff. mit gewissen Ab- 
änderungen bestehen, wenn in der Umgebung der Gleichgewichtslage 


zen, =0 


die Kräftefunction U eine Entwicklung zulässt: 


1 2 ö 
U; alte tal)te, 


-') 


worin 5; = — hy... = —h,, negativ sind, Syrıy.,5. aber positiv (nicht 
Null) sein können. 

In diesem Falle ist in der Reihe 

je # 
2, = 3x 

pl 

x’ eine ganze homogene Function p-ten Grades von m Uonstanten Ä,,..., k 
und eine periodische Function von m Argumenten %,,...,%,; €8 ist 


m 


u; —— Ö; t+ I, (i=1,..,mM), 


WO 0, ...,0, Potenzreihen von A4,...,4, und Z,...,/„ neue Integrations- 
eonstante sind. Insbesondere ist 


(1) 


1 > An. 1 N nn 
el) = h 00,,.,20 = ku, a, 0, It, 


*) Die Sinusglieder fallen fort, wie man durch directe formale Berechnung der 
Potenzreihen von ce aus den Differentialgleichungen erkennt (vgl. Zeitschr. für Math. u. 
Phys., Bd. 48, S. 420—421). 





Darstellung der Bewegungsgleichung für 


elastische Körper in Vectorform. 


(Von Herrn Victor Fischer in Stuttgart.) 


Die Bewegungsgleichung elastischer Körper, zerlegt nach drei zu 


einander senkrechten Richtungen ijf, lautet in der bekannten Schreibweise: 


dv, . Pr ‚X, 
u—i= uXi+(° 
dt oOXx 

de ’ ER 

1. u .j= u)j+ (+ 
(1.) MER MIETT on, 

dv,. . OZ, 

u 3 PER WE 1 
m or 





oOX Enih, 

Pe —— \i, 
oO O2 | 
oY, au 3; 
+ > )j, 
oy O2 , 
oZ, BE, 
Mn ER 1 3 
oy O2 


Wir addiren diese drei Gleichungen und erhalten 





dt, : da: Me . .. f BE: SE, 2 
. 2.0 Y - ) = (| = Rn» (AB Ar It : n f 
a “ dt + dt + >, u (Ai Yi4 ZE) 4 | Ox  ör Or 
(# ) Pe SS OX.. oOY.. er 
+( Er. = 1 — pre -I+ I+—— 8]. 
.oy oy oy O3 O3 0: 
Nun setzen wir 
dor; ı dv, : 2 dv. gi dv ReN 
dt dt dt dt 
Ai+Yi+Zt=!%. 


Es ist mithin d die Beschleunigung in einem bestimmten Punkte des be- 
trachteten Körpers und ® die äussere Kraft pro Masseneinheit für diesen Punkt. 


Ferner sei 


(2.) 





Xi+Yi+ Zt 
KIETI+ Kr 
Xi+Yi+zi 





*) Vectoren sind durch fettgedruckte deutsche Buchstaben bezeichnet. 


V_. 
v. 
®.. 
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Wir erkennen nun, dass $,,%, und #, nichts anderes sind als die resul- 
tirenden Spannungen pro Flächeneinheit für einen bestimmten Punkt in 
Bezug auf Ebenen, die parallel sind zur YZ-, ZX- und XY-Ebene, deren 
Normalen also ijf sind. Wir können daher kürzer sagen, ®,, P,, P, sind die 
Spannungen für die Richtungen ijf. 
IYx Führen wir jetzt diese Bezeichnungen in 
ox die Gleichung (1°.) ein, so erhält sie die folgende 

Gestalt: 

(3, ud Es Bw Pr ri o®, er OB: 


Ox oOy 02 








Für den Fall des Gleichgewichts wird vd = 0 
und Gleichung (3.) geht über in 


Ö Y: OÖ P N OÖ Y: ( ) 





(3) u®P- 


Has oy 


dz ur 


Wir haben also statt der drei Componentengleichungen eine einzige 
Veetorgleichung erhalten. Ihr Sinn ist einfach der, dass in jedem beliebigen 
Punkte des betrachteten Körpers für einen in ihm gedachten Einheitswürfel 
mit den Kanten ijf die geometrische Summe sämmtlicher auf diesen wirken- 
den Kräfte gleich Null sein muss. 

Aus den Gleichungen (3.) erkennen wir auch, dass der Werth der 
Summe der drei partiellen Differentialquotienten unabhängig ist von der 
>, zn se im allgemeinen nicht in 
einer Ebene liegen, kann auch die Summe dieser drei Vectoren im allge- 
meinen nicht Null werden. 


Wahl des Ooordinatensystems. Da 


Wir haben nun weiter für die Spannung in Bezug auf eine beliebig 
geneigte Ebene, deren Normale n ist, die drei Componentengleichungen 
X, = A, cos (nz) + X, cos (ny)+Ä, cos (nz), 

(4.) Y.= Y, eos (nz) + Y, cos (ny) + Y. cos (nz), 
Z, = 7, 0085 (nz) + Z, cos (ny) + Z, cos (nz). 
Die Spannung für die Richtung n ist daher 
(d.) Ai+Yi+tZt=M#,. 
Führen wir die Werthe von (4.) in (5.) ein, indem wir gleich entsprechend 
ordnen, so erhalten wir 


a (Xi+Y,i+Z eos (nz) + (A,i+ Y,j+Z,f) cos (ny) 


, i 
(9*.) 


oe +(Xi+Yj+Z5 cos (nz) = $,. 
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Nach (2.) können wir dies aber auch schreiben 
(6.) P,cos (nz)+P, cos (ny)+P. cos (nz) = #,: 

auch hier haben wir wieder an Stelle der drei Componentengleichungen (4. 
eine einzige Vectorgleichung erhalten, und wir erkennen, dass das die 
Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids, nämlich des Spannungsellipsoids ist, 
dessen conjugirte Durchmesser P,,P, und $, sind. Seine Halbachsen sind 
gleich den Hauptspannungen. 

Die Richtung einer Hauptspannung fällt aber mit derjenigen der zu- 
gehörigen Normale zusammen. Bezeichnen wir die Hauptspannungen mit 
P,9,.%, und wählen ihre Richtungen zu Coordinatenachsen, dann ist also 


Y Bag Pi, Y, on P;j, Y; — P;f, 


Gleichung (3.) lautet 
Be: P, ; oP 


9b a . oP. . 3 2 
(3°.) un=u9+ -1iır- An 
oOx oy 02 
und Gleichung (6.) geht über in 
(.) P, cos (nz)i+P; eos (ny)j+ P;,cos (nz)f = $,. 


Wenn wir Gleichung (7.) quadriren, so erhalten wir 
(8) 9%) = Pı = Pi cos’ (nz) + P; cos’ (ny) + P3 cos’ (nz). 
Dies ist die bekannte skalare Beziehung zwischen einer beliebigen Spannung 
und den Hauptspannungen in einem bestimmten Punkte. 
Ebenso erhalten wir aus (6.) 
(PP, = Pi = P; cos’ (nz) + P} cos’ (ny)-+ P! cos’ (nz 


(9.) +2%,-P, cos (nr) cos (ny)-+2%,-P, cos (ny) cos (nz 





+2%.-P, cos (nz) cos (nz) 


Führen wir in diese Gleichung die Componenten von #,,%,,». ein, so 
kommen wir wieder zu einer bekannten skalaren Beziehung, denn es ist 
nach (2.) 


PP, == RR + Z, PP = A,A+YY, +22 
(10) 79,9%, =-PR=-XM+Y+Z, %,.P%,=X,X,+YY+ZZ 
PP =- Pf =- RP H+ Y HZ, PP =- X X + YY+ZZ 





*) Wir bezeichnen hier nach Gibbs ein inneres Product durch einen Punkt. 
Die Ergänzung eines äusseren, das wir auch kurz als äusseres Product bezeichnen wollen, 
durch ein Kreuz X. 
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Wir können nun jede Spannung %, in zwei Componenten zerlegen; 
in eine Componente R, in der Richtung n und eine dazu senkrechte © 
X, ist dann eine Zug- oder Druckspannung, 
eh je nachdem sie die gleiche oder entgegen- 
Ai gesetzte Richtung mit der Normalen ı hat. 
S, ist eine Schubspannung. 

3 | Um den skalaren Werth von N, zu finden, 
N brauchen wir bloss das innere Product von #, 
| mit dem Einheitsveetor u zu bilden. Es ist 


N, u +N, u, 
(11.) N, = %,: nun = P,eos($,n). 


Da nun 


n® 





n — 608 (nr)i+ cos (ny)j+ cos (nz)f, 
so folgt aus (7.) die bekannte Beziehung 
(12) N, =%,:n = P, eos’ (nz) + P, cos’ (ny) + P; cos’ (nz). 


Ebenso hätten wir durch innere Multiplication von (6.) oder (5*.) mit 
ı den Ausdruck von N, für beliebige rechtwinklige Coordinaten gefunden. 


Der skalare Werth von 9, ist nun gleich dem skalaren Werth des 
äusseren Produetes von $, und n. Es ist 


&, = 8, (nxc), 


(13.) P,xı = P,sin (P,um)e=S,t, 
(14.) (B,xn)-(P,xu) = S,, 


wobei € einen Einheitsveetor senkrecht zur Ebene P,,n darstellt. 
Wir bilden nun mit Hülfe von (7.) das äussere Produet und erhalten 
15.) | B%,xı = (P,—P;) cos (ny) eos (nz)i+(P;—P,) cos (nz) cos(n«)j 
+(P,—P;) eos (nz) cos (ny)f 


und 
(16.) a> (B,x<n).(B,x<n) = (P.—P;)' cos’ (ny) cos (nz) 
Be +(P,—P,)’ c08’ (nz) cos’ (nx)+(P, -P,)' eos’(nz) cos’ (ny). 


Ebenso erhalten wir einen entsprechenden skalaren Ausdruck für S,, 
wenn wir Gleichung (5*.) verwenden. 
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Für $, u. s. w. finden wir nach (2.) 
R, = Ki, 
S. = Ki+zit. 

Für jede Hauptspannungsrichtung wird $, parallel zu nm und daher 
P,xn=0. Es wird nun in dem betrachteten Körper ein dreifaches System 
von orthogonalen Flächen geben, für das die Schnittlinien nach dem Satz 
von Dupin Krümmungscurven sind. Die Hauptspannungen bilden in jedem 
Punkte Tangenten an diese Curven, und es bestehen ferner die drei 
Gleichungen: 

PP, =(, 
(17.) px, =QU, 
PX, = 0, 
wobei ı,,1%,, 11, die entsprechenden Normalen der Flächen bedeuten. 

Noch einfacher gestalten sich die Gleichungen für elastische Körper, 
wenn wir die von Gibbs’) eingeführten „dyadics“ benutzen. Setzen wir 
nach Gibbs 





(18.)"”) D=Pi+HBi+Pt, 
dann ist in sinngemässer Verallgemeinerung des Operationszeichens div = V. 
" e oW, OyV O8 \_ 
(19.) ive=-v.»- e, MW, 
OX oy 0% 


führen wir diese Bezeichnung in die Gleichungen (3.) und (3*.) ein, so 
erhalten wir 

(20.) ud = uP+vV-B, 

(20°.) up+Vp=(. 
Für 7:2 = 0 geht Gleichung (20.) über in die Bewegungsgleichung für 
starre Körper. 

Für Flüssigkeiten hat die Druckspannung in jedem Punkte nach allen 

Richtungen denselben skalaren Werth. Nennen wir ihn p, so können 


wir setzen: 
P,= pi, Y, pi. Y u pE. 


*) Gibbs-Wilson, Vector Analysis. New-York und London 1901. 

**) In einer später folgenden Arbeit möchte ich den Vorschlag machen, ein Feld, 
das durch den Ausdruck (18.) gegeben ist, als Feld zweiten Grades zu bezeichnen. In 
unserem Fall ist jeder Punkt des Feldes definirt durch ein bestimmtes Ellipsoid. Das 
Feld zweiten Grades erscheint hier als Verallgemeinerung des Feldes ersten Grades oder 
des Vectorfeldes. 
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Es wird daher 


c OR ER Op: Op; Op = 
(21.) A a a ei 2 





und die Gleichung (20.) geht über in die Bewegungsgleichung für Flüssig- 
keiten 
(22.) uv = uP+ vVp. 
Kine weitere Speeialisirung der Gleichung (20.) tritt noch ein, wenn die 
äusseren Massenkräfte sich von einem Potential YV ableiten lassen, so dass 
P = VV wird. 
Es ist nun ferner, da i-n = cos (ne) ..., 
Pi+PirPH-n = P,cos (ne) +P, cos (ny)+P, cos (nz). 
Wir erhalten daher mit Benutzung von (6.) und (18.) für eine Spannung 
der beliebigen Richtung n den einfachen Ausdruck 
(23.) Y,= 2-n. 
Für die drei Hauptspannungen in einem bestimmten Punkte geht 
P über in 
(24.) P=P,i+P,jj+P;tt, 
und es ist wieder 
(Pit + P,jj+ P;tf)-u = P, eos (nz)i + P, cos (ny)j+ P; cos (nz)f. 
Für Flüssigkeiten wird 
(25.) P = plü+jj+ff). 
Der Ausdruck ii +jj+ ff spielt bei „dyadies“ die Rolle der Einheit und 
wird von Gibbs als „idemfactor“ bezeichnet. Setzen wir 
| ü+ji+ft=1, 
dann ist für Flüssigkeiten 
(25*.) PD = pl. 
Für den skalaren Werth der Zugspannung in einem bestimmten 
Punkte in der Richtung n erhalten wir nach (11.) und (23.) 


(26.) N, — ı.$.n 
und für den skalaren Werth der Schubspannung nach (14.) und (23.) 
(27.) S; = (nx®d.m). 


Für den Skalar und den Vector von ? können wir nach der Be- 
zeichnungsweise von Gibbs schreiben 
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(28.) PL, = P,i+P,i+ PL, 
(29.) P.=P,XxirP,xitnxXt. 
Es ist nun 
Pp,i=(XKi+Yi+Z,Ni=ÄX, 
P,xi=(X,i+Yi+Zf)xi= Zi-YVft; 
daher ist 
(30.) Pd, =AX,+Y,+Z,, 
(31.) P,= (Y,-Z,)i+(Z,-X,)i+ (X, —Y,.)t. 

P, ist ein achsialer Vector und stellt das Drehmoment pro Volum- 
einheit, also pro Einheitswürfel, der Spannungscomponenten, bezogen auf 
ein gewähltes Achsensystem ijf in einem Punkte des Körpers dar. 

Wenn dieses Drehmoment für jeden Punkt und jedes Achsensystem 
Null sein soll, so kommen wir zu der bekannten Beziehung 

v=2, 2, = 2, =}, 
die jetzt nach (31.) einfach lautet 
(31°.) DL, =. 
Es sei noch erwähnt, dass wir (18.) auch schreiben können: 
P=i9,+4ji8,+FQ,, 


wobei 
S, = X,i+X,i+Ä,f 
u. 8. W. 
Nach (31°.) wird aber 
e,=®P, 
u. 8. w. 


PD ist daher selbsteonjugirt. 

Ich glaube nun gezeigt zu haben, dass mit der Einführung von 
Vectoren und speciell von dyadies sich die Darstellung und Entwicklung 
der Gleichungen für elastische Körper einfacher und übersichtlicher gestaltet. 
Für ihre quäntitative Auswerthung muss man natürlich in den meisten 
Fällen auf die Zerlegung nach drei Componenten zurückgehen; doch dies 
ist eine rein mechanische Thätigkeit. Diese Componentengleichungen sind 
aber nicht mehr so übersichtlich und lassen das eigentliche Wesen einer 
Beziehung nicht erkennen, weshalb in qualitativer Hinsicht die Veetor- 
gleichung zuerst kommt. Dieser Einsicht werden sich wohl auch die Gegner 
der Vectorrechnung auf die Dauer nicht verschliessen können. 














Sur un probleme du caleul des fonetions asymptotiques. 


(Par M. Georges Voronoi a Varsovie). 


Introduction. 
Je m’occupe dans ce me&moire des methodes qui servent A deter- 
miner la valeur asymptotique de la fonetion numerique F (x) representee 
par la somme 


(1.) F(z) = 3f(m,n), 
() 


la fonetion arbitraire f(m,n) des variables entieres m et » &tant bien deter- 
minee dans l’ensemble (S) defini par les inegalites 
(S)...m>0, n>0 et mm ou 2 1. 
Le cas le plus simple oü 
f(m,n) = 1 
a ete l’objet de plusieurs recherches.*) Dans ce cas, la fonetion F (x) 
representee par la somme (1.) peut &tre mise sous la forme 


n < x r 
7 = Y 
F(x)=3 E-, 
n >= U) n 


si Yon designe par le symbole Er le nombre entier satisfaisant aux 
conditions 
z—-1<EseSe. 
n — x 


Lejeune-Dirichlet a demontre””) que la fonetion numerique & E- 


a une valeur asymptotique remarquable: 
x (log e+2C-]), 
C etant la constante d’Ewler; de plus, si l’on pose 


n «< 
L 


2 E? = z(loga+2C0-1+R le), 


n 0 


*) Voyez: Zahlentheorie von Paul Bachmann (Zweiter Theil: Die analytische 
Zahlentheorie, Abschnitt 13. Leipzig, 1594). 

**) Lejeune-Dirichlet: „Ueber die Bestimmung asymptotischer Gesetze in der 
Zahlentheorie* et „Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie“ 
(Lejeune-Dirichlets Werke, t. I, p. 351 et t. II, p. 49). 
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le reste R (x) verifiera linegalite 
IR(a) <A, 
quelle que soit la valeur positive de x, A &tant une constante fixe. 
La methode qui avait servi & lillustre g&ometre dans ses recherches 


n < 


2 
» * „cT “ “ 
eoneernant la fonetion N E etait fondee sur une transformation remar- 
n 0 


quable de la somme qui represente cette fonction. 
D’apres Lejeune-Dirichlet, on a la formule 


n< x r m< u r n< x x 
- yo. - .« . 3 y y 
3 E-= 3 E—+ 3 E--—-Eu-Ev, 
n —>V n m — U m n >>® n 


les parametres positifs u et » etant lies par la relation 
uv=z. 
En faisant 


on obtient la formule 


n > 


m x ‚x i z 5 di r 
EZ E”=2 53 E”-(EVe), 


n U n n 0 


qui est fondamentale dans les recherches de Lejeune-Dirichlet. 
Peu de temps avant sa mort, V’illustre geometre a fait une nouvelle 


n< x 


(2 ” . cz x 
decouverte concernant la foncetion 2 E_, comme on peut en conclure d’apres 
n U 


la lettre de Lejeune-Dirichlet & Kronecker datee du 23. juillet 1858: 


„Seit unserem neulichen Gespräch auf der Fahrt von Ilsenburg nach 


} . j re “ 
Harzburg ist es mir gelungen, die Summe 5 [*). wo [| | nach Gauss das 
s=1 


grösste Ganze bezeichnet, und die ich bisher nur mit einem Fehler der 
Ordnung Yr angeben konnte, bedeutend in die Enge zu treiben. Die Auf- 
findung des hierzu dienenden Mittels, welches aller Wahrscheinlichkeit nach 
auch auf die folgenden Fälle anwendbar sein wird, macht mir zwar grosses 
Vergnügen, kommt mir aber insofern zu ungelegener Zeit, als ich dadurch 
von der Vollendung der hydrodynamischen Abhandlung abgezogen werde, 
welche doch endlich fertig werden muss.“ ”) 


’ . . "—e .@ 
Les nouveaux resultats concernant la fonetion & E--, obtenus par 


n _—>V—0 n 


L.ejeune-Dirichlet, n’ont pas &t€ publies, et jusqu’a present on n’en sait pas 


*) Lejeune-Dirichleis Werke, t. Il, p. 40%. 
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plus qw’apres la publication en 1849 du eel&bre m@moire de Lejeune-Dirichlet: 
„Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie“. 
Le but de ce m&moire est de demontrer un theor&me nouveau con- 


, n< x ‚r { 
eernant la fonetion 5 E”-. A savoir: 


n —0 n 
Theoreme. La fonction x (log c+2C0—1) represente la fonction nu- 
<a 
r . e „7 . 
merique & E_ avec une erreur dont l'ordre ne surpasse pas celui de la 
n _>0 


3 
fonction Yxlog x. 
On parvient au resultat Enonce A l’aide d’une transformation nouvelle 


nt „x . = . . ‚ { ar 
de la somme E. Uette m&me transformation peut &tre appliquee A 
n —( 
toute somme I f(m,n), consideree plus haut, et constitue une methode 
(s) 


nouvelle qui peut servir a la recherche de la valeur asymptotique de la 
fonetion numerique F(x) representee par la somme double (1.). 

Il est aise de generaliser la methode exposde dans ce me&moire et 
de l’appliquer aux recherches des valeurs asymptotiques de differentes 
sommes multiples. 


Premiere partie. 


< 


Transformation fondamentale de la somme Ef (m, n), Dam >VU, n ) et 


5) 


Interpretation geometrique de la transformation de Dirichlet 
l. Designons par (S) l’ensemble des points ayant les coordonndes 
entieres m et n et v£erifiant les inegalites 
(S)...m>0, n>0 et mn Zr. 
Prenons sur l’hyperbole &quilatere definie | 
par l’e&quation | 
mn = x I \ Gr 
un point queleonque P ayant les coordonnees | | 
positives u et» (Fig. 1). Menons du point e.' 
P deux paralleles PR et PO aux axes des 
eoordonnees OM et ON; on formera de cette | 
maniere un rectangle OQOPR et deux quadri- *- je 
lateres ceurvilignes OOPN et ORPM ayant | 


E 0— — zZ 
les points M et N & Vinfini. q , 


Designons par (S,) l’ensemble des points du reetangle OOPR apparte- 
nant ä l’ensemble (S); par (S,) et (S,) designons les ensembles des points 


0% 
Or) 
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des quadrilateres curvilignes OQOPN et ORPM appartenant A l’ensemble (S). 

On definira ces trois ensembles par les inegalites suivantes: 
(S,)..O<mSu et Oo<n<sv, 


(S)..O<mZu et Oo <n<-, 


(S,) ... I<m<- et Oo<nsv. 


Il en resulte que, la fonetion f(m,n) &tant bien determinde dans 
l’ensemble (S), on aura lidentite 


(1.) = f(m,n)= EZ f(m,n)+Zf(m,n)-— I f(m,n). 
(s) (sı) (s,) (s,) 


En faisant 


on obtient 


‚x . 
Sf(mn)= 5 E-—, SE /f(m,n) = Eu:.Ev, 
(s) n —>V n (so) 
m <— u rt n <rv 7 
Sfms)= 3 E Zf(mn)= >35 E-, 
(8, m >— m (8) n >—0 n 
et Videntit& (1.) se ramene ä& la formule de Lejeune-Dirichlet 
n —_s zT m he u er r n < y „x E 
3 E—= 5 E—-+ 3 E--Eu-Ev. 
n —>U0 n m UV m n >—0 n 


La tormule obtenue subsiste A condition que les parametres positifs 
u et v» soient lies par la relation 


uv=z. 


Nouvelle transformation de la somme If (m,n). 


(s) 


2. Prenons sur l'hyperbole &quilatere definie par l’equation 


E mn =ıT 
es | k points P,,P,,....,P, (Fig. 2) dont les 
PN coordonnees u, etv, Ü=1,2,.... k) satisfont 
Kal aux conditions 
\r u > u, >: > u, >0 
.3 
\\ et 
NR I <n<n <<. 
N pP Menons les tangentes & l’hyperbole 
s E 


aux points choisis et aux points P, et P,,, 


\ a M r Be oa 
0 ? pris A Yinfini. 
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Designons les points olı les tangentes contigu@s se coupent par 
Qu, Q1s+.., Or. On formera k-+1 triangles eurvilignes P,Q,P,,@=V,1.....K 
et un polygone O0 0,0, ... Or. 

Designons par (S,) lensemble des points du triangle curviligne 
P,Q,P..(@=0,1,...,%) appartenant & l’ensemble (S), les points des tan- 
gentes P; Q, et Q, P;,, €tant exelus; par (>) designons l’ensemble des 
points du polygone 0 Q,Q,... Q, appartenant A l’ensemble (S). 

L’ensemble (S) est partage de cette maniere en k+2 ensembles 
distinets: (S,), (8). .... (8) et (Z); il en resulte l’identitE Evidente 


5 


z f (m, n) = B3 S f(m,n) +2 f(m,n). 


On definira les ensembles (S,), (8), .... (S,) & l’aide des inegalites 


ı 


| 2z<mv, +nu, u, ,v;+r,,U4,, 
(S\ A ° 

\ i/ ... oo 

| 22 <mytnu,, Zu VıtYlrı, MNZT, 


ayant egard aux Equations des tangentes mendes et A l’&quation de ’hyperbole. 
Quant a llensemble (>), on le definira en partageant le polygone 
00, 0,..Q, en Ak triangles (Fig. 2) formes de k+2 tangentes mendes A 
Uhyperbole. 
La construction de ces triangles et leur definition analytique dependent 
du choix des points P,,P;,..., P, sur U’hyperbole. 


Algorithme pour le choix des points P,, P,..., Pr sur l’'hyperbol: 
3. Lemme. Soit t un parametre arbitraire satisfaisant a la condition 


Pt 





Supposons que tous les systemes des nombres entiers positifs a et b 
verifiant linegalite 


abZt 


et nayant pas de diviseur commun forment une suite de fractions ou 
m A; 
ee 
En designant 
.=-L&=0 et 6, =0, b,, =1, 
on aura les Equations 
(1.) ER 
ME 55 ı Pop Um Pure 7 














Voronoi, sur un problöme du calcul des fonctions asymptotiques. 


Prenons quatre nombres positifs ou nuls 
a, et wm 
lies par la relation 
«Pe =. 


Il en resulte que 


164 ER ü 
B' a 3 ! 
En posant 
& 4 A 7} „' 1A 
(2.) a=a+0 et P=P-+P", 


on formera une suite de fraetions ol 
! r 
104 [04 [64 
g' > ß ß"' 
et 


! ! 
a P—a P u 1, & P—a' n 


==.l. 


On peut, A l’aide du m&me procede, interealer entre les fraetions 


3 ı 


= et a ou a et 3 
g' B B B" 


de nouvelles fractions, etc. 
Supposons qu’on ait intercale A l’aide du procede expose s fractions 
' 


entre les fractions - et ii on obtiendra une suite de fractions ol 
l 
=  ° RE 
(B.) > a >" >3> PR 
En designant 
a = 0, P=P% ei a = Os41y Pf" = Pr 
on aura les equations 
(4.) UF FE ak? FE > Fa u | (=). 


Dans le cas oü 
eß she st et (+ )(HP)St, 
on peut former la serie (3.) de maniere que les inegalites 


(2.) 0, P; En , G=0,1,.,s5+1) et (@;+@;,,) (P;+ Pi) > G=U1...$) 
aient lieu. 


(!ela pose, attribuons aux nombres «, P' et «’, 2" les valeurs 
4 ’ | 


Pr eb El 
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La suite de Farey*) des fractions (3.) est dans ce cas la m@me que 
la suite 


da, CR a, nn , Gr . d:r1 
(6.) b, er b, = b; er Ba 
(4 . [4 ’ . 4 \ 
Pour le demontrer, considerons une fraction queleonque ,„ appartenant ä la 
serie (3.),?=1,2,...,s. Par hypothese, le produit «,/, satisfait a la condition 
Ar A 3 


et, en vertu des &quations (4.), les nombres entiers positifs «, et , n’ont 
pas de diviseur commun. Il en resulte que la fraetion = appartient ä la 
serie (6.). | 

Admettons maintenant qu'il existe une fraetion , parmi celles de la 


serie (6.) qui n’appartient pas a la serie (3.). On trouvera dans la serie (3.) 


. . u U; Ür4 2 .,. 
deux fraetions contigues ,- et a ' satisfaisant aux conditions 
jr Pr+l 

R a Ü& 
u ee 
il siensuit 
o,b—-P,a>0 et aD, —b a, > O0 
ou, ce qui revient au m&me, 
o,b—-5,aZ 1] et aß, —ba,, 1. 


En additionnant ces inegalites apres les avoir multiplices par les 
nombres «,,, et «,, on obtient 


a (a, PB... — 0,11.) ZZ 4a,+0 
\ r (’r+1 "r+1 |? - ı +1» 


et, a cause de (4.), il vient 


a 0,40... 


De la mäme maniere. on trouvera aussi 


b P,+ß,, 


et il en resulte 
Pi \ f „) N > 


r+1/ \ , Tp 17° 


ab — (a,+a 


*) On trouvera des notices historiques sur les series de Farey dans le memoire 
de M. Hurwitz: „Ueber die angenäherte Darstellung der Zahlen durch rationale Brüche“ 
(Mathematische Annalen, t. 44, p. 417). Voyez aussi: J. Hermes „Anzahl der Zerlegung 
einer rationalen Zahl in Summanden“ (Mathem. Annalen, t. 45, p. 371) et K. Vahlen 
„Ueber Näherungswerthe und Kettenbrüche“ (Dieses Journal, t. 115, p. 221). 
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En vertu de (5.), on aura l’inegalite 
ab >t., 
1 N > . 'hv } 2yS 
ce qui est eontre I’'hypothese. 
Il est done demontre que les deux series (3.) et (6.) coineident. 
l,es @quations (4.) peuvent dans ce cas s’eerire 


77 Di —G;;ı b; =] (= 0,1. KR). 


a ur En 
Corollaire. En intercalant entre les nombres — et j 4 laide du procede 


z E . Üü * * “ * * 
(2.) toutes les fractions 3 satisfaisant a la condition 
(7 Br) 
( .) aD 5; 


on obtient tous les systemes des nombres entiers a et b n’ayant pas de diviseur 
commun et verifiant linegalite 
ab<St. 


4. Examinons en detail un cas ol, par exemple, 
= 6. 
On choisira les produits de deux faeteurs n’ayant pas de diviseur 
eommun 
1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-1, 2-3, 3-1, 3-2, 4-1, 5-1, 6-1 
qui ne surpassent pas 6 et on formera les fractions 
1 1 l De Te wer 


6 
1’ 2’ 3’4’ 56’ 7° 


> 
ga 3 
En disposant ces fractions, d’apres leur grandeur, on obtient la suite 
de fraetions cherchee 
Bin 
ER a 5 


% 4 L} 
’ ’ 


4 
ı’ 


| u 
.| © 
IV | vw 


WW 


1 2 
b) 1’ 3° 


A 
r re, 


Formons ceette m&@me serie d’une autre maniere. On interealera 


m. 
ww 


l 
5 


IV 


1 V h s 1 . 1 1 
entre les nombres , et la fraction j; entre les fractions — et m 
| 1 a TEEN IT EREREUE: | 
intercalera la fraction — et entre les fractions — et — la fraction „, on for- 


mera de cette maniere la serie de Farey 
ee ae Fe 
a 5 a 
En intercalant les fraetions eorrespondantes entre les fractions contigues 
de cette serie, on formera la serie de Farey 


-) 
.) ’ 
.) 
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On ne peut plus intercaler de fractions entre les fractions contiguäs 


de la serie 


puisque chaque fraction interealee ne satisfera pas a la condition (7. 


Il reste done A interealer des fraetions entre les fraetions eontieuäs 


ei 


] h) > 4 > 1 l | | 
as 58 79 7% 75 + 41 5! 6’ 1° 


En reunissant les r&sultats obtenus, on aura la serie de Farey cherchee 


1 5 3 t > Z > l l | | | l 
WETTE TH FT TH oe  T 


o| IV 


5. Algorithme. On choisira les points P,,P;.....P, sur Uhyperbole 


definie par lequation 


mn = ı 
en designant par 
\ ad b 
(8.) „=lVir ee v=lVia 
b a 


les coordonnees u, et v, du point P,,i=1,2,...,K. 
Comme les points P, et P;,,, d’apres la supposition faite au n 
sont les points ä& linfini de Uhyperbole, on a 


u = x, 9, =V et UL = V, N. = ©. 


Il en resulte que les coordonnees de ces points peuvent aussi etre 


determinees A l’aide des formules (8.), puisqu’on a pose au n’ 3 
a.=1 5, =VU0 et a, =0, b,., =1. 


Transformation de la somme 


14 


i R : } : \ i a . a 
6. En vertu de llalgorithme etabli au n’5, chaque fraction 


la serie de Farey 


1.) | 


\ 
definit un point P, @ = 0,1,2,....k+1) sur l’hyperbole et, par suite. un 


tangente A l'hyperbole, mence au point P.. 


Journal für Mathematik Bd. CXNXVI. Heft 4. I. 


n— 
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Rappelons-nous que l’on a forme la serie de Farey (1.) & l’aide 
d’intercalations successives. Supposons que l’on ait effectue ces intercalations 
dans l’ordre qui suit: 


' n 


ü a 1 %- 

r et zr on a intereale 4, 

Bi 1 ß, 
‚ " 


. a: 02 
2) entre les fractions — et 


1) entre les fractions 


E (4 Ü, 
on a intereale — 


P2 P? ß, 

u ” a. a . ’ [048 

k) entre les fractions Fi et - „ on a intercale 2, 
k k k 


La serie des fraetions 
& U: 


u Wi | 
ß, ’ ß, ’ Ph 


ne differe de la serie des fractions 


que par l’ordre des termes. 


ad; & . . . (4 
‚ et 5; aussi que la fraction intercalee 


Bi Bi 
—, @=1,2,...,%k) appartiennent & la serie de Farey (1.); done ces trois 
frastionn determinent trois tangentes & l’hyperbole. Designons, pour un 
moment, le triangle form&e de ces trois tangentes par le symbole 


' 7 
Dr an = 1,2, ..,R). 
Ai’ ß; 


L’ensemble de A triangles 


' 2 ! Zi ! ı 
E eu E =] FE 21 
ary ar I Io are}. eTTI 
PP, ß, P, ' 


k Pk 


Chaque paire des fractions 


tormera le polygone 0 Q,0,... Q, que nous avons considere au n°2. Pour 
le demontrer, il suffit d’examiner les differents polygones qui correspondent 
aux differentes valeurs du parametre t, 

(Juand £ varie entre les limites 


l 


IN 


iı<2, 
la serie correspondante de Farey sera 


U 


I - 
_ı?’ 


( 


1 
1 


— | 
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et le polygone 0 0,0, dans ce cas m’est autre chose que le triangle designe 


par le symbole [2 | 


0’1 
En faisant varier £ entre les limites 
2<I<3, 
on obtient la serie de Farey 
u Ss 
Dr fr 7 Fr 7° 


et le polygone O0 Q, 0, 0; Q; est forme& dans ce cas de trois triangles (Fig. 2) 


lo ilen 

0’ ıJ’1L0’ı1J#’Lı’1J° 

(Juand £ varie entre les limites 
3—ti<4, 


on doit ajouter & ces trois triangles deux triangles 


E |] at : 2 
oJ" la 


pour former le nouveau polygone O0 0,0, ..., Q, ete. 
7. Nous avons design au n°2 par (F) l’ensemble des Beate du poly- 
sone O GO; ::. Q; ge A l’ensemble (S). Designons par (3,) l’ensemble 


des points du triangle Fr Br =]; @=1,2,..., k) appartenant a l’ensemble (S). 
Pi ! Zi 
. ” . Ü; Ü; (4 . 
les points des tangentes nairetee aux fractions g' et zr etant exclus. 
fi r’ı 


On partagera de cette maniere l’ensemble (>) en % ensembles distinets 
(2), (3,),..., (2;) et, par suite, on aura l’identite 


(2.) P) f (m, n) = y Ss f (m, n). 


(0) l 1 0; 


Ayant egard aux &quations des tangentes A l’hyperbole qui forment 


Gi x “ . . , . [2 . 
le triangle [%: =] on definira l’ensemble (3,) a laide des inegalites qui 
s 
suivent: 
3,)...mß;+na >23 Veo, fi; x, m; +na; >2le,; Pi zetmP, +na,—2Ye,P,r. 


== 1,2 


> / 


Formule fondamentale pour la transiormation de la somme I/(m,n). 


8. Nous avons presente au n’2 la somme I f(m,n) sous la forme 
(s) 


suivante: 


Fi Zr m,n)+ = f( m,n) 





E/f(m,n) = 
(s) 
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En vertu de l’egalite (2.) du n’ 7, on aura la formule 


i=k jack 
Ef(mn)= EN fm )+ErN/(m,n). 
o) i=U (5) i=1 (6) 


Nous avons defini au n° 2 l’ensemble (S,).@= 0,1,2,..., Ak) par les 
inegalites suivantes: 
22 <mr +nu Zu, Y +r14, 2er <mv, tnu,, Zur, +tY;U;,,, mn Ze. 
(= 0,1,2,...,%) 


Si l’on se rappelle qu’on a pose au n°5 


m / 
a, ’b; 
U; = se et we '®. G=9,1,2,.,8+1) 
i ] b; ı | a; 
on presentera les inegalites pr&cedentes sous la forme suivante: 


x 


2 Vab,z»<mb,+na, (a,b,,+a;.,b,) V- ei 
(+1 Yı+l 
Aa) Set En. 
2a .ba<mb,,+tna., (a, b;;,ı+a;,.b;) | 7 Mn X, 
(= 0,1,2,..,%) e- 
D’apres ce qui a ete dit au n° 7, Vensemble (3), @=1,2,...,Kk) 
sera defini par les inegalites 





“u ! ‘ P” ER ar Z) < J en 
ml, tn, >2Ya; P;x, mP; +no, >2le; P; x, 


2.) (2)... 


m; +na, <—2Va;,ß,; x, 


Gas 





TED Pe en | 


9, Les sommes I f(m,n) et I f(m,n) peuvent &tre transformees A 


(s;) (0;) 
l’aide du cehangement des variables m et n. 
Designons 
(3.) mb-+na,=m et mb, .tna,,=n. 


En vertu des &equations (1.) du n’ 5, on aura 
ab —a.b; = 1, 
et les equations pr&c&dentes donnent 
(4,) m=—ma,htna et n=mb.,—nb. 

Les equations (3.) et (4.) etablissent une correspondance uniforme 
entre les systemes (m,n) de variables entieres m et n et les systemes (m, n') 
de variables entieres m’ et m‘. 

Designons par (S,) V’ensemble des systemes (m’,n’) qui correspond 
uniformement A lV’ensemble ($;). 
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Les inegalites (1.) qui definissent l’ensemble (S,) se rameneront, en 
vertu de (3.) et (4.), aux inegalites 


r Foo 125 I EP u wu 
2} a, b, z<{m <— (a, b, Hr ln b,) G:ıı di; 


(1) ( ) 2 Ya, 08,2 <n — (ab, ta, =) | — 3 





(—m'a,,,t+n’a) (mb, ,-nb)<r 


qui definissent l’ensemble correspondant (S}). 
En vertu de (4.), la somme I f(m,n) peut @tre mise sous la forme 
(s;) 


= f(m, n) = =/fC-mantna, m'b,.,—n'b,) G=0.1,....,k) 
(s;) (s' 


De la m&me maniere, en posant 
mß;tna,=m et mf}+tna =n, 


on definira, en vertu de (2.), ä l’aide des inegalites 


Yu, Be. 


(IL) (Z;)...m' >2Yo,P,x, ">2Vo, P!x et m-+n 
G=1,2,....k) 


l’ensemble (3;) qui correspond uniform&ment & l’ensemble (F,); la somme 
Zf(m,n) aura pour expression 


(0) 
Zf(mn)=Zf(-mMao +na, mp, —nfP) d=12..%) 
(7;) (0!) 
1 


En reunissant les resultats obtenus. on arrive au theor&me fonda- 
mental qui suit: 


Theoreme. La somme Zf(m,n) peut etre presentee sous la forme 
(s) 


i—k 


E/(m,n)= EEE /f(-ma,,+tna, mb,,—n'b,) 
(s) U (s') 


(*) ih 


+38 3 /f(-moa,+ne;, m, —n'ß!) 


1 l o') 





a condition que les ensembles (S‘), (= 0,1,...,A) et (EZ), i = 1,2,..., k) 
soient definis par les inegalites (1.) et (11.). 


Application de la methode de Dirichlet ä la transformation de la somme 
<<; N ’ u ' 
Sf (-— m a, rn a., mb Tu n b,). 
(s!) 
q 


10. Considerons l’'hyperbole definie par l’&quation 
(—-m'a,,,tna,) (mb, —nb,) = x 


par rapport aux axes des coordonnees OM' et ON", 
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Du point A ayant les coordonnees 


2Va,b,z et 2Va..b.,® 
ei menons deux tangentes AB et ACA 
’hyperbole (Fig. 3). Ces tangentes 
seront paralle&les aux axes des coor- 
' donnees. 


—» 


\ | Les points du triangle eurviligne 
ABC ayant les coordonnees entieres 
ax formeront l’ensemble ($;), & condition 
1 En Er que l’on ait exelu les points des tan- 
? 3 gentes AB et AC. 


| Prenons sur I’hyperbole un point 
0" ————— —y' 





queleonque P ayant les coordonndes 
w et v qui satisfont aux conditions 
2 Vab,2< wW< (a, b,,,+t@;.. b,) \ ee — 
i+1 i+1 
2 Ya ba <v<la biuta, 6) Y ;n 

Le point P dans ce cas se trouvera sur l’hyperbole entre les points 
Bett. 

Menons du point P deux paralleles PR et PQ aux axes des coor- 
donnees; on formera de cette maniere un recetangle AQPR et deux quadri- 
lateres eurvilignes AQPC et ARPB. 

Designons par (S,,) Vensemble des points du reetangle AQPR appar- 
tenant A l’ensemble ($;); par (S,) et (8,) designons les ensembles des 
points des quadrilateres eurvilignes AQPC et ARPB appartenant & 
l’ensemble (S$;). 

On definira ces trois ensembles par les inegalites suivantes: 


(1) SW... 2/abz<m su, 2lau.bur<an sr; 
— in — / x 
. . Ic ' - ce / 
2) (S) 2Yab, ze <m Zu, 2Va,,b,2e<n<(a,b;,ı+ta;,.b,) \ a 
er) a li ... ı ı 
(ma, tna) (mb.,-nb)ze; 
PB 
a1 s fe / Z fr ee ' ' 
‚ 2 Vab,2 <m —(a,b,,,+a,,.5,) } riet 2la,.b ,2<nsv, 
(3 S,,) Ajr+ı Dir 
(—m'a,,,+n'a) (mb, -n"b)<e, 
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11. On peut determiner les ensembles (S},) et (S,,) A l’aide des in- 


egalites plus simples. 


En supposant que le produit a, b, est positif, on multipliera les deux 


parties de l’inegalite 
(—m’a,.,+n'a) (mb, —nb)Z x 
par —4a,b, et on mettra l’inegalitE obtenue sous la forme 
(4.) [-2a,b,n"’+m' (a,b,.,+a,.,b)"’>m"—4a,b,r. 
Dans cette inegalite, le nombre 
— 2a, b,n’+m' (a,b,.,+ta,,,b;) 
est positif. En effet, a cause de (2.), on a les inegalites 
-24,b,n" >-(a,b,,,+a,.b)-2Va,b,x, 
(a,b... +a,..b)m>(a,b...,+a,.b):2Va,b,«. 
En additionnant ces inegalites, on trouve 


—2a,b,n’+(a, b,,,+a;.,b,) m —>0. 


Il en resulte que liinegalite (4.) peut &tre remplacee par linegalite 


plus simple 
—2a,b,n +(a,b,.,+a,,. b)m >VYm’—4a b;x 


ou, ce qui revient au m&me, par linegalite 


1 dt re Im —dabe 
== 3a, b; 


En observant que la fonction 


9.) 


va toujours en decroissant dans l’intervalle 


(a;b;;ı + a.1b)m'—Ym’”’—4a,b;r 
2a; b; 


2Vab,e<m<-(a,b,.,+a;,.. b,) | = 
‘+1 


et a la valeur maximum 


i r 
(a, b;;ı+a,,,b,) | 


\ L 


d; b; 
on en conelut que les inegalites (2.) qui definissent l’ensemble 
equivalentes aux inegalites 


(a;bi+1 +a,,1b,)m’— Ym 


2a; b, 


8)... 2 /ab 2 <m<u, 2Va.b, a <m< 


"— 4a,b;x 
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Dans le cas 
u. =D, 
la fonetion (5.) devient indeterminee; on cherchera dans ce cas sa vraie 
valeur, ce qui ne presente pas de diffieultes. 
De la m&me maniere, on definira l’ensemble (S,) A laide des in- 
egalites al a nl 
lab + ad) Van’ — Aa; , bi, 
.2Vab.2<m < de u ) } u. 
2a; rı bir 


2 Ya. b,,a<n<v., 


En vertu de la definition des ensembles (S,,), (S,,) et (S,,), on aura 
cette formule: 


E f(-ma,,tna, mb.,—nb)= E/(-ma,,tna, mb,,,—n'b,) 
(s’) (s’ ) 
ı “ lı 

*%#) 





+ = f(-mia,,,tn'a,, m b,,,—nb,) 2 f(-mia,.,+n'a,, m'b,.,—n'b,). 
2; “ei 

12. Les coordonnees « et v du point P sur V’'hyperbole sont liees, 

d’apres la supposition faite, par l’&quation 
(-wWa,. tra) (Wbu,—rvb)= 2. 

Dans ce qui suit, on ne considerera que les valeurs de « et v qui 
rendent minimum la valeur de la somme w«-+rv', 

A cet effet, on doit poser 


f 


T 


s \ ' Tv 
— (a,d;+b;e;) | = 10. Bill (eb,.ı+d;a;,,) | ze 


ou 
= +4, tt d=b,+b,,.- 
En substituant les valeurs choisies de «' et v' dans les inegalites (1.), 
(2) et (3.), on definira les ensembles (S,,), (S,) et (8) A laide des in- 
esalites suivantes: 


2Jabz <m<c(a,d+b,;c,) | 


N .r T 
2 Va 1b; 1 IT: nn <—_(e, b;,.+d,a;,,) } c d.’ 


ı ! 





bi + @i4ı b,) m’ — Ym’’— ta; bi; ® 


d,rı naon<“ >a: b, 


| 2Va,b,x <m< (a, d,+b c,) | & 
E den ia u c; d; 
bi 

E? 
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(a;b;,ı+a;,.ıb,)n" — VYn’— 4a; 1b; 1X 


2a:41b;i1 


| 2Yabz < m 
L) (8)... 


_ 


; P ah 
2Va,,,b;,, x n < (ec b,;;1+ d; a +1) 6: d.’ 





ou 
EU Ge ee 7 
Seconde partie. 
techerche de la valeur approchee de la fonction numerique representee par la somme 2 E” 


i ne | ı. } \ A, N 
Definition des symboles s % yj et oo ( ı, 51) 


13. Le but des recherches ulterieures est d’etudier la fonetion nu- 

merique F(z) representee par la somme 
F(x) = /f(m,n) 
(s) 
dans le cas le plus simple oü 
f(m,n)=1. 

En effectuant la sommation par rapport A la variable entiere m dans 

l’ensemble (S) defini par les inegalites 


(S) Ye 0, n — () et mn<-r ou x > 1 ‚ 


on presentera la fonction F (x) sous la forme 


Bed 
- - 
Tr 
N‘ Y 
F(x) = > E . 
n _—U n 


La formule fondamentale (=) du n’ 9 conduit & une nouvelle expression 
de la fonction F (x): 


i—k 
F(x) = 3 8f(-ma,,+n'a, m'b,,,—n'b,) 


i=U () 
+ 5 Sf(-m' eo, +n a, m" —n'P;). 
i=1 (0!) 
En vertu de la supposition faite, la somme 
E/f(-ma,,+na, m b,,,—n'b,;). G=0.1,2,..,b 


(s') 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 4. 
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repr&sente le nombre des syst&mes des nombres entiers m’ et n’ verifiant 
les inegalites (1.) du n° 9 


et ee j x 
2a, b,2<m< (a, b,,,+a,,,b) J—.— 
d;+1 b;+ı 


’ 
a 
«<_ 


P- f N / L 
2Ya,, bh z<n< (a b,ı+a,.b;) | De 
(-ma,,+tna) (mb,,—nb)<z. 
La somme 
I) ! „ ! ! ' rm ! x 
Ef(-me,+ne, mp; -—nP:;), G=1,2....%) 
or) 


represente le nombre des systemes des valeurs entieres de m’ et »’ verifiant 
les inegalites (II.) du mn’ 9 


- £ ur nn f m ‚9 ! a / f) 
m >2Va,P;x, n>2la, 9%, x et m+n<2Va,P;x 
x 
OU 
N j M “ A] f gan \ 
0; = 0,0; eI P =P:TPR:;; ( BE  .! 


14, Soient a.b et a.b' des nombres entiers positifs ou nuls lies par 
la relation 


|) ab-ab=|]|. 


Introduisons dans nos recherches deux symboles 


4 \ F b 
ra,b\ Berge ( = & 
a'.b’ 


en les definissant comme suit: 


OR (a,bN\ 
Definition. Le symbole s\ pr) 
GG.» 


nombres entiers m el n v£erifiant les inegalites 


represenle le nombre des systemes des 


. 4 ' Mn r ‚ - nu z in - 
2labe<m<_(ab+ab) | ra 2Yab e<—<n<(ab+ab) | r 
u 0 au 


(—-ma-+na) (mb -nb)—x. 


a,b 


/ | 
Le symbole o\ represente le nombre des syslemes des valeurs 


a',b' 
entieres des variables m et n verifiant les inegalites 
- s - . ' ! N Mer 5 
m>2)abz, n>2Jabz et m+n<2Vcedr 
ou 


c=a+ta et d=b-+b. 
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A l’aide des symboles introduits, on presentera la fonetion F(r) sous 
la forme 


a j | a;. b, j f '.ß: 
(*) Pie) = 5 ee >» ij r 


15. La methode exposee aux n® 10-—12 peut servir a la transfor- 


‚fa,b\ 


mation du symbole s( , ,,)- 
” G. b 


Designons, pour un moment, par le symbole (S,) le nombre des 
systemes (m,n) verifiant les inegalites (1,.) du n’ 12 


J 

zT 
2Yabz<m ad+be | r 

Gi 
(1. (Yu) sr 


N 


2Jabz<n<l(eb+da) | j‚ 
C ı{ 





par le symbole (S,) designons le nombre des systemes (m,n) verifiant les 


inegalites (I,.) du n’ 12 


3 r Mn 
2 Vabz<m<(ad+ be | 
ü r cd 
(2.) (8,) 
— ab' +.a'b) m — Ym‘ tab 
2Jabz—_N — 
zab 





et enfin, par le symbole (S,) le nombre des systemes (m,n) v£rifiant les in- 


rs ıtAc \ 1° 
egalites (I..) du n’ 12 


f ab'+a'b)n— Yn’—4a'b'x 
| 2Vabr<m- FTI 
2a'b 
f$ \ f N 
(3.) (S,) 
! ’ . >» 4 ! x zT 
2jabz<n<L(eb+da)| Ti 





En vertu de la formule (**) du n’ 11, on aura l’egalite 


a,b\ rd a Le MR 
(4.) s\ (S)+89)-(8,). 


N 


Designons, pour abreger, 


Tr 


- Na’ f y ı N 17T, 
n = 2labz,5=2labz,u=(ad+be)| syv= (cb'’+da‘) | ; 
- . Bi CH 
(9.) 
Pas ui (ab +a'b)m — Ym’—4abz vn) (ab' + a'b)n— Yn’—4a'b'x 
PD N. >ab ER 2a'b' 





972 


10 Ju 
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Dans le cas b=0 auaadb = (0 
la fonetion p (m) ou w(n). 


‚ on cherchera la vraie valeur de 


Les inegalites (1.), (2.) et (3.) se presentent sous la forme plus simple: 


(S) ... n<m<u, C<n<v; 


(S)..n<m<u, C<n<op(m); 
(S,)..n<m<y(n), C<na<v. 
Ein vertu de ces inegalites, on obtient sans peine 


(S,) = (Eu—-Enr)(Ev-E?Ü), 


m“ 


(S)= & [Eym)-El)= 8 Egy(m)—-E&(Eu-En), 


a. 
Ne | n “ } 


(8) = Z [Ew(n)—En] = °3 Ew(n)— En(Ev-E?Ü), 


Pt 


et la formule (4.) se ramene ä la suivante: 


(6.)  S\ A Ey (m)+ - FE Ew(@)-EuEv+EnERt. 


en n 
16. Introduisons dans nos recherches la fonetion periodique 


r,(u) = r,(u+1) 


definie par la formule 


(7.) rü(u) = Eu—u +3 

En vertu de cette formule, on a l’inegalite 
/Q ia; N Be 1 
(8.) ır,(®) | 5% 


quelle que soit la valeur reelle de la variable x. 
A laide de la fonetion r,(a), on presentera la somme 


- 


m“ [2 Bin 


. 
> Ey(m)+ 3 Ew(n) 


>n u 


nu / 


sous la forme suivante: 


m u n < v ö m <Z u a 1 
> Ey(m)+ 2 Evwam)= & |vm)-;,| 


m n > m >n 


Be u 
nv m—_ U n< + 


-4- = vn) — >]+ < N [y (m) + Ss Tr, [y(n)]- 


“ 


n >L mn n >; 
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En vertu de (8.), on obtient l'inegalite 


|m<u n<y 
Elm] + nm]; 
m nn  >( 

I» ] ‘'E E ec E g E£ > / j . ee ı .)\ 

> (Eu—-Er+ iv—-Ed)<;(uvr—n—-6+2), 
et l’Egalite pr&cedente peut s’eerire 
m u nv ) u n<__3 
E Ey(m)+ 3 Evian)= 5 p(m)+ &3_ vn) 
m >n u > m } n 4 
Y r 


vol 


n (Eu+Ev-En _ EL) + m (u+rv—n-b =) 
ou 9<1. 
En substituant le resultat obtenu dans la formule (6.) et en y rem- 


placant les symboles Eu, Ev, En, ET par leurs expressions tirces de la 
formule (7.), on aura apres les reduetions 


a b m u n<_V 
> PEER a y F iM y' Ir br 
(7 ,)= & yim)+ z_ wm 
. n ni >’ 


>> 


! 


( 7 r f So\ f \ 
(9.) ram u VrTı (r Du ro(&) N —r,(u) ui w; u 


‘ 
.e  ; ’ 
I Hi * FF ea | \y» f ‘ | \ y wi \ .) 
rro\t ro) -rulu)r, Y)+5 urV—--, ra 


47 / 





ou |9|<1. 
17. En vertu de la formule etablie. on est eonduit a chercher la valeur 
de la somme 


ii n “ v 


(10.) > gy(m)+ 3 w(n), 


m n ) 
Y(m) et w(n) Etant deux fonetions algebriques. 
La formule sommatoire d’Euler generalisee par M. Sonine”) nous ser- 


vira & ce but. D’apres la formule de M. Sonine, la somme 


n<_t 
y 


z fm) 


ft 


*) Sonine: „Sur une integrale definie contenant la fonction numerique [x]|“ 
(Bulletins de l’Universite de Varsovie, 1585, N.3, en russe). Voyez aussi: Franel „Sur 
la formule sommatoire d’Euler‘“‘ (Mathematische Annalen, t. 47, p. 432) et Wirtinger, 
„Einige Anwendungen der Euler-Maclaurinschen Summenformel“ (Acta Mathematica, 


t. 26, p. 255). 
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aura pour expression 


<<) eN 7 
(#*) P3 [(n) = [ f(u) du+r,(b) f(b)—r,(a) f(a)— f r,(a) df(u), 
quelles que soient les valeurs positives des limites de sommation a et b, 
la fonetion f(a) ayant la derivee continue dans l’iintervalle a<u<b. 
in revenant a la somme (10.), envisageons en premier lieu le cas 
n >U et En 
Les fonetions (u) et w(u), en vertu des &galites (5.), sont bien 


determinces dans les intervalles correspondants 


u<v, 


Bay 


nzZu< u et 
mais leurs derivees (wa) et w (a) deviennent infiniment grandes en valeur 
absolue quand u=n et a={. En observant que n&danmoins les integrales 
definies 

wg ’ 
/ r,(u) dy (u) et S r,(a) dw (u) 

ont un sens, on demontrera sans peine que la formule sommatoire (#**) est 
applicable a la somme (10.). On obtient les &galites 


x di ya Ay 
x f, S ze f f 2 \ a‘ 
> yam)=/ Ya) dutrLu) plu)-na)ym)-/ na) dp(u), 
-n » D 
” 7 
ut r ıVv 
SE vn) = /" yaW)dutn() vn Ow&)- fra) dw), 
L & 


et la formule (9.) se ramene apres les reduetions & celle-eci: 


a, b\ A \ MS 4% Dr 
s( )= / ylu)du+ / vw@W)du+nd—- urn) [p(m)—L] 


a', h' 
n - 
< , u 7 2 . 
a) I nd We ont) f ron) dp (a) 


’ 


4 \ 3 Pin 
2 / r,(a)dw(u)+z (u+r—n—C+2) 


= 





ou 19 en l. 
18. Dans le casn=0, on aab=0. La fonetion Y(m) definie 
par la formule (5.) devient indeterminee. En observant que 
(ab' +a'b)m— Ym’— tab: (ab' + ab)’ m’—m’ + 4abx 


Yf (m, ») no / zu ! / 2 
Zab 2ab[(ab'+a'b)m+ Ym’—4abe] 
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et en se rappelant la condition (1.) du n’ 14 


ab—-ab=|1, 
on obtient 
! 2a’b'’m’--2r 
(12.) (m) = —— | 
‚ (ab +ab)m+ Ym’— 4abr 


c’est la vraie valeur de la fonetion p(m) dans le cas ab = 0. 
Les eonditions 
ab = 0 et ab—ab= |] 
ne sauraient &tre remplies par les nombres entiers et positifs ou nuls a. b, a,b 
que dans le seul cas oü 


s=1.b=0 et b=|1, 


done la formule (12.) se ramene A la suivante: 


ni ui rc 
13.) o(m) = am-+ 
e : . m 

La formule sommatoire (**) n’est pas applicable a lasomme X (m). 


dans le cas considere, puisque la fonetion Y(w) eroit infiniment a mesure 
que la variable « tend vers la limite O0 et l’integrale definie / g(u)du 


na pas de sens. 
On peut Ecarter la diffieulte signalce & l’aide des considerations qui 
suivent. Soit n un nombre positif aussi petit que l’on voudra; on aura 


l’egalite Evidente 
>” y(m)= 3 ym 


a condition que 


x 


Comme la formule sommatoire (»*) est applicable a la seconde somme. 
on obtiendra 


m—, U u. 


E ym)= [ ya)dutr,lu) ylu)—r.(n) PD) f ru) du, 
m (U) a 


Y 7 


” 


Il en resulte que la formule (11.), dans le cas n = 0, peut ätre 
modifiee de la maniere suivante: 
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TEN Z ‚ a s 
(a) = e- U vu) du+ f w(u) dutnb—ur—rcn) pm) — 8) 


r 


ER dw O-n+n dr Or) nd) [" row) dp) 
N 





_ [ ro) dıy W)) -} > (u+v—{5+2) 


> 


ou zu 
De la m@me maniere on examinera le cas C =(. 


. ’ a h _ - _ k 
Valeur approchee du symbole s ie zn, dans le cas a >0, 5b >00 e a>o0, "’>>0. 
b 


19. Supposons que les nombres entiers et positifs a, b, a‘, b' lies par 
la relation 
(1.) ab -ab=]1 


satisfassent aux conditions 


(2.) ab<t, ab <t et cd >t 


ce= a+ta et d=b+b. 


En effeetuant dans la formule (11.) du n’ 17 deux premieres integrations, 
on trouve 


ab'+a'b-ad—bce z ab +a'b—.cb' — da’ TC 


„u „v 
[9 (wa) du+ / v(u) du = z Aue 


4ab cd  Ja'b cd 


7 & 
cb'’+da' +1 
x log —— z log — ———- 
ki; IR ® > 2yab'cd ' 


et, apres les reductions, il vient 


ng? +Vv F ; b’ 
/ (u) du+ / y(u)du = — = + log TE 
Ö 


’ 
‘ 


En substituant le resultat obtenu dans la formule (11.) du n’ 17 et 
en observant que 


nC—uv = -22(Yab-Vab+—, 
7 ur‘ a'h\ [= 
y(M)-5= (Vab—-Vab) Yz: 


v(S)-n = (lab —Vab) Eu 
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on trouve 


a, b z abh' x Mi o [B 
s( | ) = lo -(Yab — ab)’ [2x r,(n Hr,(d | ei 
a’, b' = wu , Tru(N) | ab de 

» /H . 
(3.) +ru(n) ru(6) 7 (u) ru (v / r, (9) dy (wu) u / Tu (Wi, d (u) 
$_ oh 
+5>(u+v—n—(C+2 





oa | 9 <I1. 
20. Examinons maintenant lVintegrale definie 


/r,(u) dy(u) 


r 
‘ 


En vertu de l’Egalite (5.) du n’ 15, on aura 


» u «A  fab’-—ta'b | 2 
(4.) / r,(#) dy (") er r,(n) [ 2ab- . 2ab | u? - =] au. 


4 
Introduisons dans nos recherches la fonetion periodique 
nn ne 
r, (u) rn, (u -1) 


definie par la formule 


| u 1 
r, (a) = / r,(u) du Pe 


0 
la fonetion r,(») aura pour expression 


"Fr (u—En)’ u—Eu 1 
r,(u) — _ 


.) .) ] .) ° 


Il en resulte que la fonetion r,(z) est eontinue et verifie linegalite 


| 


(9.) r,.(u) T 


quelle que soit la valeur r&elle de la variable «; on aura aussi l’inegalite 
6 („N l 
(6.) r,(u)—r, (ve) i 


quelies que soient les valeurs reelles des variables u et o. 
A Vaide de la fonction r, (u), on presentera l’integrale definie (4.) 
sous la forme suivante: 


dd 7 


in F r„(u) dy(u) = re [rı (u) - nm) 3a/ r,() du. 


* VYu’—n’ 


Cela pose, prenons un nombre positif S satisfaisant a la seule condition 
nz 


‘ 
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Un 
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On &Eerira V’egalite Evidente 


(8.) Frl) e - du = (ra) 
- re 5 - 


u ET 
du + / r,(a) Ve du. 


Vu’—n' n 


- 


x 


On peut appliquer a lVintegrale definie 


.< r u 
/ ra) du 


\u—n' 
7 
. , © . a . u ..“ 
le premier theor&me de la moyenne, puisque la fonetion est positive 


Yu!‘ 
entre les limites d’integration; on obtiendra 


S u .E u 
/ r,(®) -du=43M / du oh ee 
. nı‚u—n . Yu’—n’ 


Z 


M &tant la limite superieure des valeurs absolues de la fonetion r,(w). 
} ON u a r 2 
Comme la fonetion positive —— ——., varlie toujours dans le m&me 
yu’—n 
sens entre les limites de l’integrale definie 


. u 
/ ru(u) — - du 
‚-»s 


et la fonction representee par lintegrale definie / r,(a) du est continue, 


on aurfa 


‚7 gr ' 
SS ru(a) du+ ‚S ra) du 


u lu’—n'. 
7 


T=549m-D et 0 0<9<I1, 


en vertu du second theoreme de la moyenne. 
En substituant les resultats obtenus dans l’Egalite (8.) et en observant 
qua cause de linegalite (8.) du n’ 16 


N< - : 
on trouVve 
Ay u I Pr & 
f na) —— du = 5 Ve 4 en] 
. Fe u Ä Zum, 
z 


+ — [nW-nQ)) 
won 
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(4 


Oette Egalite, en vertu de (6.), peut s’eerire 


oO 
uU 7 3 z — y ] > \ | u 2 ne 
(9,) / N, (a) - - d u = > ( ı\&— np —— ar = . | ru -r,(T)]| 
2 . Yu?’—n’ - a VE? Yu—n 


oa <l€. 
On pourrait maintenant determiner la valeur du parametre 5 de 


maniere que la somme 


1 
4 Y5’—n 


atteigne la valeur minimum, mais il suffira, pour le but que nous avons en 


vue, de poser 


7 
- | / ' N N 
Il viendra 
. = BE & Ef 1 \ 
(10.) \s’-n +7 2 3 ) U N | n+ 4 ) 
Is’—-mn ” 
En vertu de l’egalite 
n„ = 2Vabz 
et de la supposition faite 
ab >|, =.>1; 
on aura 
n > 2: 
il s’ensuit 
1:3 
81 
En vertu de l’egalite (10.), on obtient 
nn wm E -Yn un. 3 
#7 zur: 120 AIR LT PEN WE 
4 VE? 2 8’ Day? 
et la formule (9.) peut s’ecrire 
Mr u re u - \ N 
/ Tu(%) —- -du=)% I\n+ - - [r, (u)—r, (T)] 
e Yu’—n' 4y2 Yun 


N 
ou ”\< 1. 
En substituant le r&esultat obtenu dans la formule (7.) et en observant que 


u 
—— = ad+bec, 
Yun 
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on trouve apres les reductions 


77 ab'+a'b ad+be 3./ z 
\ RE. N | \19 n 
( \ \ E 
/ r,(u) dp (u) Zab mn er 2ab nt 5 (ab)“ 
ou bien 
7, ab'-+a'b ab'+a'b N 

‚ N ( en . ' f N ur t MS > ( 

R; r,(%) dy (Ü) u 2ab n(n)+r, 1) r,(u)+ 2ab nr (ab)? 


Y 
Ä 


, 


L’egalit@ obtenue, en vertu des inegalites (5.) et (6.), peut s’&erire 
# i 5 3 


4, 
Ey | —ı 
TR 1: 72 2ab 3 (ab)* 


ab'-Ha'b 


a1) (na) dylu) = - 


2ab 
oa I9ı <l1. 


Comme 

' ’ .) / ’ N ] 

ab +ab = 2Yabab + ig 
(VYab' +] a'b) 
a cause de l’equation 
ab—-ab=|]. 
on aura 
ab'+a'b Ya’'h' 1 1 


2ub  Yab  2ab (Yab'+Ya'b)” 
En se rappelant que, d’apres la supposition faite, 
ab <t 
et en tenant compte de l’inegalite 


ab(Vab-+Vab) >|. 
on obtient 


ab’ +ab _,./: 


< 


2ab = ab r 


l 5 


1 
) ’ 


la formule (11.) se ram&nera done & la suivante: 


. Mi ! ab'+a'b fl 
12.) / n(u) dy(u) = — ——— r(n)+9 F +: 


Yab 


SEN 
5Yatz 


TI 


4,” 
V 
(a b)°- 





“ 
n 


ou 19 |< 1. 


La tormule obtenue subsiste & condition que ab>0, elle peut done 
etre appliquee au cas ab =V. 
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De la mäme maniere on deduira la formule 


J 


1 5 u °% 8 


ab'-+a'b RR [ I 5 3 Ä ] 
es 1 
6)+ e'32 ab’ 58 | (a’b')”. 


(13.) [ nm) dy (u) = — rl 


ot |9]<1. Uette formule subsiste a condition que a’b’ 0. 
21. Examinons maintenant la somme «“«“+r—n-—£L. En vertu des 
egalites (5.) du n’ 15, on aura 


. | Hr _ u x cz I 
au+v—n—L = (ad+be) | gt (eb +da) | ij 2Vabz—-2Vabx 


et, par suite, 


(14.) u+v—n-C = 2 Ve (Ved—Vab—-Vab). 
A l'aide de l’identite 
ee | y; 
\ed-Yab—-lab = ITz ((Fad—Nbe)+(Veb —Yda 
zi cd 
et a l’aide des Egalites 
ad—be = et cb—da =|, 
on obtient 
ir | . l l | l 
(15.) Ved-Vab-lab = f Ä + <- 
Zyedi(iyad-+yjbe) Yeb’+ yda’) 
et comme 
(Yad+Ybey?—>4Vabed,  (Veb'+Yda”>4Ya'b'cd, 
il vient 
1 [ 1 l 


O<YVed-Vab—-Yab << - + | 
Sed\jab ya'b'/' 


En vertu de la supposition faite, on a 
cd >t: 
il en resulte 


0 < Ved-Vab-YVa'b' - el a u 


Yab ya'v'/' 


et, a cause de (14.), on peut &cerire 


IE 
1.015 a EB - 
(16.) a+9v—-7-5=97 tr) 


ou 14 < ® 
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En substituant dans la formule (3.) les expressions obtenues (12.), 
(13.) et (16.) et en observant que 


DE m 
Zi 4 


on arrıvera & la formule importante qui suit: 


(17.) Ir,(u) r 


„(v 


be: 2, — „ log lo: go —(Vab —Va'b)’ [224 r,(n) ei rru( (&) 2 np ‚| 


ab' +a 'b ab’ +a'b 


Fr a Mt Zn n,()+Y[R(ab)+R(a'b')' 





ou |%<Z1 et la fonetion Ru) est definie par l’Egalite 


| ip za ar 7 
| \ [ — ER u / 
18.) R (u) 3a t \8; 7 15) =+3 | 


2 
u® 
Valeurs approchees des symboles s (vi u) et s (2 1 


22. Dans le cas ou n= (0, on a, comme nous avons vu au n’ 18, 
les egalites 
wg ST Eur ze nr 


En vertu de la formule (13.) du n’ 18, on aura dans le cas considere 
f zT 
y(u) = a ut, 


et la formule (14.) du n’ 18 se ramenera &a celle-eci 


1. ) ur Hu > 
$ ee — lim | Pe "du-r,n ), r,(u)d”) 


n—V) 
n n 


+ [ audu+ $: 17 (u) du— uv 
(1, ; | 
+r,(0)5 pP —r,(& a) 12 (SD) -+r,(0) ru(5) —r,(u)r,(v) 


- [ra du— [ & rn, (u)dw(u)+5(u+r—{+2) 


Ds 


|% 


“ 


v a 





ou 14< l u 
La somme 


a x v x 
/ -du—r,(n) : ne; r,(u)d, 


Y 7 n 


ne depend pas du parametre 7 a condition que O<{n<Z1, et peut £tre 





transform&ee de la maniere suivante. Soit M un nombre positif aussi grand 


que l’on voudra. Considerons la somme > 
m N) 
174 | ‘ M ) 


% 
.—— 


3» m m 


> = 
et Ja formule sommatoire (=*) du n® 17 donne 


] “du r(M rn 
2 --f | 


u MH N 
De eette Egalite on tire 


m< M ] . 
— lorM = 


an loo N zn. 
m>ı mM W 


La seconde partie de cette Egalite tend vers une limite fixe quand 


be) 


M eroit infiniment, et comme la premiere partie de l’egalite eonsiderce ne 
depend pas de 7, on en conclut que cette limite est une constante fixe. 


En designant 


(2. 
\ 


u 





M—r >, Mm 


on aura 
BER i r (n) nie 
3.) C= — log n—-" 4 / 


7 


La constante C determinde par la formule (2.) s’appelle constante d Euler. 


En multipliant les deux parties de l’Egalite (3.) par r. 


u 


. l 
7 n 


ur rt ‚u Tr .Y / . 
. ‚ . f \ pP hl v s n ' - \ 
/ du—r,(n) e. / r,(u) d- = Cr+zlogu+r /[ r,(w) d 
i . 


En substituant le r&esultat obtenu dans la formule 


apres les reduections simples 


f 1. ie T Mn 3 t 
nn . or mM v aan un * j 
4 \ar, 1) 2 log u es ud ,C 


x 


\ Sor p 
(4.) +, On) -n(lu)n@)— 


‚»’ 





ya 





(M) r_ 


ie = \ zZ x \ N 
2. / r, (a)d—— / r,(a) dw(u)+5z 
u N 


. Gomme 


m 


lim | —_ 4 log. —-C. 


‚du 
r.(8)—. 
NE 


dd 
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0<_n<Z1l.on aura 


T 


u 


! Co L 
2a c—r.(C | 
P ‚cite a 


(u +r—-C+: 


on €erira 


(1.), on trouvera 
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23. En observant que 


F r,(#) d” _ — : . r,(u)du ou Su 


u u 


on obtient 


P r,(%) di — pr, (u) — E —r, (2); 


u 
et comme 


= (sdtbe) = Y-E. 


Fr \z +1 
il vient 


"nnd? = (a +1)r,(u)-(@+1)r.(). 


4 


Il en resulte 


— ar, (u) + > r,(a) d“ = r(u)—r($)-a'r($). 


u 


Comme 


i N 
rW)-rOl<E, Ind 


ı 





et ab =a<it, 


on peut presenter l’egalite precedente sous la forme suivante: 


n x r EEE N Per 
(5.) —a (ur / r, (%) d-=9(5+ 15) oa 3<i1. 


En vertu de la formule (13.) du n’ 20, on aura 


\ .v Fat 1 4 l fi g* 
(6.) J nu) dpa) = 5, +9 | + | =ys + as] 


- 


Enfin, & l’aide de l’egalite (15.) du n° 21, on obtient 


. V.r 1 
u+v—L = —— |); 1 
| > yYaz+1 Ver FG jr | 
il en resulte 
” -_ )« IV 
O<u+r—i< | +1]; 
Ya’ +1laya (a +1) 


et comme, d’apres la supposition faite au n° 19, 


ab =a<t et cd=a+1l>t, 
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on peut poser 


a) ntrtesl 


vz 1 x r io 
. + | -) OU D2E » 


En substituant les expressions (5.), (6.) et (7.) dans la formule (4.) 
et ayant egard & linegalite (17.) du n’ 21, on trouvera 
c 


z+r,.(0)- 2 Va c—r,(S | = 


{ 1.0 r x 
s| , = -loe - +Cz2-— 
a',1 rw: y 


vi oo 


l 


(1) 





: ] a { | 2° 
N NN PN R ; A Pe 3 
+n,V)n(s)+rO)a + sat (6)+ 9|R a)+7+7+t5 | 


ou 4 <1, la fonetion Ru) etant definie par la formule (18.) du n® 21. 
De la m@me maniere, on deduira la formule 


1,5 R r 
(0.1) u ie 2 Eee 


r 


z+r,(0) 2 Ybze—r,(n) 
ur ) 


tv | oo 


1 


\ | KB ie 
T r,(0) ru(n) T r, (0) b A JH N rn J 


+ 





u { | 2 
R(b)+, +54 (7) 


ou 3  P 


BbN 
Transformation du symbole o ( Zac 


ca Si j : a,b\ 
24. D’apres la definition etablie au n’ 14, le symbole o( Eu) 10 
u sa,d/ 


presente le nombre des systemes des nombres entiers m et » v£rifiant les 
inegalites 
m>2Vabz, n>2Yabxz et m+n<2Vede. 


En designant, pour abreger, 


n =2Yabz, ST =2Yabz et 5=2Vedz, 
on aura les inegalites 
m>n, n>L et m+n<H 
et on deduira sans peine la formule 
(4 1.) = S(ES-En-Et) (ES-En-EL-1). 
A laide de la fonetion periodique r,(w) definie au n’ 16, on presentera 
cette formule sous la forme suivante: 


( PR 


- oe ) = ‘= r I N ’ \ 
H { u . “ na I 7 m [im £) ze 
a’, h' / - ’ C) 6 Tu wu ° Iro(ls)— run, N,(s)) 


\ \ ..- a TR pe 
+) HN - HAM HN + HM) + zn) — 
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En introduisant la fonetion periodique r,(w) definie au n° 20 et en 
observant que 


r i 1 
r,(u) = —2r,(W)-+ 19 
on obtient la formule 
‚b Re; R Y ö .. 
| 0 (ar 2, u (S u Ku C)’+(8 .. C) [rn (5) ren) (&)] 
| + r,(N) r,(&) Tr, (5) N, ($) wer r,(S) r,(n) u ($) (n)—r, (Ö) . 


9: FRUPRIERER . a,b . ie 
25. Theoreme. Supposons que le symbole 7 (5 x soit defini par 


(1.) 


Fegalite 
b 
[7 2) — — (Yab'— Ya’b) |2=+r.( (7) I tn) V- r” ni 
(II.) 
\ v; b' 'b 
+ r,(n) r,(ö)+ — - r, r, (N) + - . Ir Tr, (£) 





1, b\ 


dans le cas a0, b>0, a >0, b’>0O et que les symboles e(" Hs :(, 1) 


‚UV ee 
et ı & s soient definis a llaide des Egalites 





1,0 5“, E 
Ä (1 = -22+4n,(0)-2la@-r.(6) | x 
(IT) 
+) 4a r)+ 54, 
(2) = 22470): 2Vbe-n) |? 
11") | 
+r, (0) r,(n)+ br, (O)+ Ip (n), 
er (1 1) 1 
au) +(H9)= -2e4n nd) = Re 


On aura la formule 
am) (re 


quelles que soient les valeurs entieres et positives ou nulles des nombres a,b, 
a,b lies par la relation 
ab—-ab=|1. 


D’apres la definition etablie, on aura dans le cas 


a—0V, b>0, «d>0, b>0O 
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l’egalite 
a,b 1% b 
(u) b' "X, De 2 b' 
— 2 2|(Vad— Ybe)’+(Veb’—YVda') — (Yab'—Va'b)') 


+r,(&) [Vad- Vbe)'+(Veb'’—Vda’)']| z 


—r,(n)[(Vab’—Ya by —(Yad— Vbe)’)\ - 2 
(2.) | 
— ro(d)| (Vab’ — Ya’ b)' — (Veb'—Vda')'] Y- 


+ r,(n)ru(&) ee) 
ad+be  cb’+da' ‚\fed+be ab’+ab 
—r,(5 | 2cd r 2cd Im] ir » rT | 


cıfcb’+ da ab'-+-a’b 
BL CBRTE ZN 


a lb G b 


a’ b’ 





Ayant €gard aux identites 


(Vad— Ybe)’+() ch’ — Yda')’— (Vab' —) ab" = (Ved—-Vab-Va'b')', 


—,, a Pas sr,‘ 
((Vad —Vbe)’ +(Veb’—Yda')'] Ta 2(Ved—Vab—Ya'b'), 
Vec 
(Vab' — Va b) —(Vad—Vbe)'] Er 2(Ved—Vab—Ya'b'), 
ya 
[(Vab' —Yg b)' —(Yeb'—Vda')'] = 2(Ved—-Vab—Va'b'), 
ya’ ) 
ad+bce  cb’'-+da 2 ad +be _ ab'+a'b . cb'’+da’ ab’-+ab Li 
2cd cd 7 ab 2ab Be ‚ 7°7 m 7] 


on ramenera l’Egalite (2.), en vertu de (1.), & la formule (III), ee qui 
demontre le theor&eme @Enonce dans le cas a>0, b>0, a >0, b >0. 


De la m&me maniere, on ve£rifiera la formule (IlI.) dans les cas 
ab=0 oauab =. 


n—% 
% 


Valeur approchee de la somme 2 E 


n _—_U 


26. Nous avons vu au n?’ 14 que la fonction num£rique F(x) repre- 


x 


n 


sentee par la somme 


F(x) = 
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peut &tre mise sous la forme 
tu 0,6 X, = ai, Bi 
“ F(x = x s( 5 y o( >Pi\ 
( ) ( ) ; Br 7 er, 377 
En vertu de la formule (III.) du n’ 25, on aura l’Egalite 
uch a’ ß' i—k 8: i—k a' ß' a.,P. 
a Fol) Eee] 
1) ar" a) Pa 0,87 arg 
ou 
,=a+0, et B=-ßt+tßi, Gel). 
La seconde partie de cette &galitE peut &tre remarquablement 
simplifide. 
A cet effet, rappelons-nous le procede a l’aide duquel on a forme 
au n’5 la serie de Farey 


(2 ) UA, a, Ay dx,+1 
ai Kart gr 
ou 
=l,u. =Vd dd rel, db, el. 


En designant 
>, Rd a nd el, 
| ‚ a, a, s a, rn o. 
on a intercale entre les nombres ,; et _,; la fraetion „', puis on a choisi 


Pı P, ß, 


une de deux paires des fractions 


 - e 
z ’ ] et j . r 
Pı Pı Pı P, 
et en les designant par 
a a, 
er ’& F 
ß, P, 
. ‚ R . . ° . 
on a interceale entre ces fraetions la fraction —£, ete. 
ß, 
On a effeetue& de cette maniere %k interealations suivantes: 
! 2 
» . [04 Er. . & 
1) entre les fractions „; et „; on a intercale „, 
P, Pi ß, 
3 Zj 
. ° Ü, Ü, ’ Ü, 
2) entre les fractions „ et „, on a intercale FR 
2 Hs 2 
ö . at; dr; . , 
k) entre les fractions £ et „, on a intercale , 


Bi Be 
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Formons la serie 


8, CRWCH WEN CH 
P; P, “ P, Pr‘ [Pk Pi 
et considerons une paire 
a a 
3 et 8" (» 1 ) 


des fractions qui se trouvent dans cette serie Entre les fractions choisies, 


. 8 0 » . Ol, 
on a intercale, d’apres la supposition faite, la fraetion „” et on a obtenu les 


ß, 
deux paires de fractions contigues 
ao a in ;;: 
(4.) , et -——, —. 
P, 5, »» Pr 
Si, en continuant les intercalations, on a intereal& entre les fraetions 
di AN i a or, i i PNE“ £; 
‚et „ une nouvelle fraction, la paire „, et _- doit appartenir a la serie 
Pr Yr 3, Pr 
(3.), et on peut poser 
a a a a 
-_—_ et Ze un won: 
P, P; P, P; 
u : i i ' a) a, 
Si, au contraire, on n’a pas intercale entre les fractions , et 2 la 
a . a,+q, 2 a, &, ’ ® x pn» 2 \ | 
fraction „— —, , la paire —; et „ nmappartiendra pas & la serie (3.); elle se 
P, Tr Y, P, i 


trouvera dans la serie de Farey (2.) et on peut dans ce cas poser 


od, a, A, A;ı 
= et — (=06,1,2,..u% 


Br b; B, b; + 1 I 
De la m&me maniere on examinera la seconde paire de fractions (4.). 


Comme la serie de Farey (2.) a et@ obtenue A l’aide des intercalations 
successives, il en resulte que toutes les 4+1 paires des fractions contigu&s 


r a, 4, (> 2) ar Arı \ 
(9.) | er ) b,' b, Be br+1? 


se trouveront parmi 2% paires des fractions 


" . " a «a & a 
(6 \ (& =) (2: =) (42 @\ (& @,\ ( Fi ke \ 
wo ry! M) u) ’ on E) \ gr “ ) 4 pi) % 77 /: vor, 9 h) J “ \ 2 “ N . 
PP Pi Pı Pa 4’ Pr, pP,’ Pk Pr‘ BP Pr? 


On en conelut que dans la derniere serie se trouvent k—1 paires 
des fractions qui n’appartiennent pas ä& la serie (5.); en vertu de ce qui a 
ete dit prec&demment, ces k—1 paires des fractions appartiendront A la 
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serie (3.). Mais la premiere paire de fraetions de la serie (3.) n’est autre 


que la paire 5 ) qui n’appartient pas & la serie (6.), done toutes les 
k—1 paires de fractions 

Ir, a, @,\ (a, 0, a, a, 

(4. a 4 ar m Jseren a 7 

{ G 2) = 37) ( Au ar) 


de la serie (3.) se trouvent parmi celles de la serie (6.) 

Il est done demontr& que l’ensemble des paires de fractions appar- 
tenant aux series (d.) et (7.) ne differe de la serie (6.) que par la dispo- 
sition des termes, 

On en tire l’Egalit& importante qui suit: 

Pa i—k a. b. 

i P, ifi y Re; 1) l 
ae? rel = + h 
=: ‚PB: om joy Gr Piz 
En substituant le resultat obtenu dans la formule (1.), on trouvera 
FR \ i=k a..b. 
IE) 
— 2 7 A I 
i—1 i—0 a, b, +1 


et la formule (x*) se ramenera A celle-ei: 


i bu A , 
(8.) F(x) = e(), + z[s P Ki > ("; )| 


i+1 
D’apres la supposition faite au n’ 3, les nombres a,, b,, a;,,,b;:ı 

@=0,1,2,...,%) satisfont aux conditions $ ) et (2.) du n’ 19; il en resulte 

r 4 A;, ’ 
que la valeur approchee du symbole s ö Pr} peut &tre determinde a l’aide 

+1 bi+ı 

des formules obtenues pr&ec&demment. 

‘n attribuant A lindice © les valeurs «= 1,2,...,4—1, on aura les 
inegalites 

>09, u, >Vd, u >d, 5.4.0, 


a; b; . [2 » 
done la valeur du symbole s( ) sera exprimde par la formule (1.) 








ER 
du n’ 21 
(a a FT BEL — (Ya,b,,,—Va;,ı b,) [22 +7,(n,) Y 
9.) +r,(&) Y tr re+ = "eg nm) 
4 tu ,(&)+9[R(a,b,)-+ R(a,,.b4)) 
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oa |#|<1 et 
n, = 2 Ya, b;x. E = 2 VYa,, Di z 
(10.) Tier wer 4, 
VEN 1 3 /® 
RW)=;, remtrsle 
’ d;, b 
D’autre part, la valeur du symbole ı( | ), en vertu de la for- 

. A;+1, dir 


mule (II.) du n’ 25, sera 


(  )= -(Vaban-Varb)' [22+n.0) Y „tr IV ri 


i+1 5 bi+1 


+r,(n)r(&)+- neh in rn (m)+ bi, u st Pal 


N 
Be 


il s’ensuit, A cause de (9.), 


(11.) le ia a 


ft # a, bi ) u Iaue bir +3[R(a,b,)+R(a,.., b;;,.)| 


i+1 i+15 Dir ° 2 ” A;+ı 6; 
oa I <leti=1,2,.,h-l. 
Dans le cas ©= 0, on aura 
(12.) .=>1.5,=0 tt „>95, =1 


1,0 1,0 
Les valeurs des symboles s(, es et 7 3 4 seront exprimdes par 
1) 


la formule (I.) du n’ 23 et par la formule (IT.) n° 25. 
En vertu de ces formules, on obtient 


i 1,0 1,0 x ' u. 3 { 1 ıe) 
(18.) e(, )-+(,’ = u de Fr +9|R(a)+, rar ra 
ou |9<1. 
Dans le cas i=K, on aura 
(14.) 1, 5>0 u 5, =0, 5u,=1; 
les valeurs des symboles s er ) et = seront exprimees par la for- 


mule (I’.) du. n’ 23 et par la AR 5 = n° 25. 
En vertu de ces formules, on obtient 


w # b 1,5 Y \ 2 I l 
(15.) (51 . NY Fi = 5 log; +Ca+3 +9 [Rl)+ +5 +5 17] 


ou | I<1. 
En attribuant A liindice ö les valeurs ö = 1,2,...,4k—1 dans la formule 
(11.) et en additionnant les Egalites obtenues, on trouvera apres les reductions: 
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. A A;, b; % ,b; T da, b. 
2 |s(, (5 )] = zei 


vun d;+1; (9 d;+1; U} b, 


(16.) 





i=k—1 i=k—1 
+49 | = R(a, b,)-+ = R(a;.b.4.)| 
ou I91<1. 

En additionnant les Egalites (13.), (15.) et (16.) membre a membre 
ayant egard aux Egalites (12.) et (14.), on obtient 


ge di fi N 
#3 Is(, ug )—t( x )| = rlogce+2C0c+z 


i=0) L +15 di41 “Aarrız bir 


—k 
+9|2. &R(a,b) en cn 
ou YHi<l. 
En substituant le r&esultat obtenu dans la formule (8.) et en observant 
que, d’apres la formule (II”.) du n° 25, 


1,0 ur 
(1)=-2etg 

on trouve 
EN F(x) en z(loge+2C-1)+, + [2 zZ R(a b)+7 +) r +2] 


ou | Bi 
‚„ Examinons maintenant la somme 


wo 


) 5 
(18.) = S R(a, b.). 
D’apres la supposition faite au n° 3, les nombres entiers et positifs 
a, et b, @=1,2,...,k) n’ont pas de diviseur commun et verifient l’inegalite 
a;b —h (=1,2,..,%). 


Il en r&sulte que la fonction R(«) &tant positive, la somme (18.) est 
au plus €egale & la somme double 


ER(mn) 
) 
si l’ensemble de sommation est defini par les inegalites 
(19.) m>0, n>—0 et mn<t. 


On peut done &erire 


> R(a,b)) = $E3R(mn) on 0<I<lLT, 


(7) 
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et, en vertu de (10.), il vient 


i=k ‚f19 yx rt 1 
(20.) 2 R(a;b,) = 2 Erader rn 


-’ Ymn 


at 

«) zT \ r 
oa 0 Il. 

+ 3 } 1 nn 


Cela pose, envisageons la somme double 


P. 
(7) (mn) 
en supposant que O<s<Zl. 
En vertu des inegalites (19.), on peut pr&senter la somme consideree 
sous la forme suivante: 
‚ 1 m 7 = € 1 er m 1 
(21, z > |; z —)- 


(7) (mn)' mu tm „Su N. 


A Yaide de liinegalit@€ connue 


n'"—(n- 1)" >(1-s)n" WS<ı) 
on obtient 
a. 
— m 1 1 / er 
<, ee) u 


et, en vertu de (21.), on aura 


„nt gu 
(22.) nz 


(r) (mn): — m U 1—s m" 


A TY'aide de l’inegalit@ connue 


1 
„ <logm—log(m-—1) (m>ı), 
on obtient 
mt 
3 1 
m —_V m 


et de l'inegalite (22.) on deduira 


<logt+1l oa t>1, 


1 = 1 
— — 
(a) (mn) —=1—s 


(logt+1) 0<s<ı). 


En substituant le r&sultat obtenu dans l’Egalite (20.), on la ramenera 
a celle-ei: 


i=k .): /2 34 - 
Z R(a,b) = Sloge+1y [55 t+, Y7 +5 Vet] oa 0<9<1. 


Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 4, 38 











Voronoi, sur un problöme du calcul des fonclions asympiotiques. 
En vertu de cette &galite, la formule (17.) peut s’&crire 


Fa) = z(loge+2C-1)+7 


+ 9 [Qog 141) (Be+4 Y5+3Va)+4+ V5+ 3] 


oa Hl <Iet a>1, t>1. 
En faisant 


i= Vz, 
on obtient la formule 


F(x) = z(log e+2C0-1)+- +9 [310g gc+1)- a+lia+}] 


En se rappelant que 
Fa) = "2 E*, 


oo n 
on deduira la formule 


n< 


> E? = z(loge+2C-1)+47 +9 (SVzlogc+ SVe+; 4 
ou 91<1 & =>1. 


La formule obtenue fait voir la propriete suivante de la fonction 
ne 


numerique 3 E” - 
> () 


Theoreme. La fonction x (log z+2C—1) represente la fonction nume- 


’ ‚T . . 
rique 3 E-- avec une erreur dont l’ordre ne surpasse pas celui de la fonction 


n _— 


3 
x log r. 








Uebergang von den Abelschen Integralen 
zu den Thetafunctionen. 


(Von Herrn M. Tichomandritzky in Charkow.) 


Ctebsch und Gordan sind die ersten gewesen, die gezeigt haben, 
wie man, von den Abelschen Integralen ausgehend, zu den 'T'hetafunetionen 
kommen kann. Sie gingen von den Integralen dritter Gattung aus und 
von der damit in Zusammenhang stehenden und an die Theorie der alge- 


. . . . N . » [X ’ 
braischen Curven sich anschliessenden Theorie der Funetion T;,(}) Dieser 


Weg schien allen so schwer, dass niemand ihn zu gehen wagte, und in 
allen später erschienenen Büchern über die T'heorie der Abelschen Integrale 
zog man es vor, nach Riemann die "Theorie der 'T'hetafunetionen voraus- 
zusetzen, um sie zum Umkehrproblem der Abelschen Integrale zu benutzen. 
Indessen war ein anderer, viel natürlicherer und leiehterer Weg von den 
Abelschen Integralen zu den T'hetafunetionen schon von Weierstrass, und 
später auch von Herrn M. Nöther selbständig gefunden, nämlich durch die 
Integrale 2. Gattung; aber bis jetzt will man nirgends, ausser in Russland*®), 
diesen schönen Weg betreten. Herr Bäker hat in seinem inhaltreichen Buche, 
das nach dem meinigen erschienen ist, recht vieles aus der Weierstrassschen 
T'heorie mitgetheilt. Er hat jedoch die synthetische Theorie von Riemann 
zu Grunde gelegt, nicht aber die analytische Theorie von Weierstrass, was 
viel natürlicher wäre. 

Vielleicht liegt es daran, dass bei Weierstrass selbst die synthetische 
Art nicht ganz ausgeschlossen ist, und er nicht alles nur aus dem von ihm 


*) S. M. Tichomandritzky. Die Umkehrung der hyperelliptischen Integrale. 
Charkow, 1885. 4°. (Russisch.) Derselbe. Elemente der Theorie der Abelschen Integrale. 
Charkow, 1895. 8°. (Russisch.) V. Ermakow. Theorie der Abelschen Functionen ohne 
Riemannsche Flächen. Kiew, 1897. 8°. (Russisch.) 
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sefundenen vollständigen Differential entwickelte. Die Analogie mit der 
elliptischen Thetafunetion ist an manchen Stellen bei ihm massgebend 
gewesen. | 

Ich habe versucht, alles aus dem erwähnten vollständigen Differential 
allein herzuleiten, ohne etwas über irgend eine, wenn auch nur elliptische, 
T'hetafunetion zu kennen, und es ergab sich, dass die allgemeinen T'heta 
es sind, die natürlich aus der erwähnten Quelle mit allen ihren Eigenschaften 
entstammen. Erst nachher werden aus ihnen durch Speeialisirung die 
Jacobischen erhalten, wodurch der analytische Ausdruck aller Theta ge- 
wonnen wird. Geht man den von mir gefundenen Weg, so erscheinen alle 
Hauptelemente der 'T'hetatheorie nicht als Kunstgriffe genialer Erfinder, son- 
dern als in der Natur der Sache liegend, wodurch diese T'heorie, wie mir 
scheint, an Interesse gewinnt. 

Es giebt zwei Hauptmomente in dieser Theorie: das Verschwinden 
der 'T'hetafunetionen und ihre Funetionalgleichung. Ueber das erste habe 
ich dem zweiten Internationalen Congress der Mathematiker zu Paris im 
Jahre 1900 mitgetheilt,*) und darum wird diese Abhandlung nur dem zweiten 
Hauptmomente gewidmet. 

Den Ausgangspunkt bildet hier nicht das unbestimmte Integral des 
erwähnten vollständigen Differentials, wie in anderen Arbeiten, auch meinen 
früheren, sondern ein bestimmtes Integral davon, längs einer Öurve im 
p-dimensionalen Raume genommen. Dank solcher Auffassung der Sache 
ist es mir gelungen, die Funectionalgleichung der allgemeinen T'heta aus 
ihrer Definition selbst zu erhalten, durch sie zu den T'heta ohne und mit 
Parametern zu kommen, ihre enge Beziehung zu den Tangentialcurven fest- 
zustellen, ihre gegenseitigen Relationen zu finden, u. s. w. Die Resultate 
sind nicht neu; aber auch nicht ihretwegen wage ich meine Arbeit der 
Oetfentlichkeit zu übergeben, sondern wegen der Art und Weise, wie ich 
sie erhalten habe; denn für das wissenschaftliche Gebäude ist es ja auch 
nicht einerlei, wie das wissenschaftliche Material zusammengelegt ist. Er- 
schöpfend ist meine Abhandlung auch nicht; ich habe nur das Wichtigste 
meiner Betrachtung unterzogen. 


*) Sur l’evanouissement des fonctions © de plusieurs variable. Par M. Ticho- 
mandrılzky. (Compte rendu du 2!"m° Congres international des mathematiciens tenu & 
Paris 1900. Proces verbaux et communications. Publies par E. Duporeg. Paris, 1902. 
p. 278. 
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1. Versteht man unter /, und IT, die Integrale 1. und 2. Gattung 


x, x, 
und setzt 
p © 
(1.) B I, = U, h— 1, 2,000, p) 
* Mikes. 
(2.) & I, = I). 2a), 
u. X, 


so wird die zweite Summe eine eindeutige Function der Variablen «, sein, 

die nur für solche Werthe dieser Variablen unendlich wird, für die einer 
P x 

der Punkte (z,,y;) in den Punkt (a,, 5,) fällt, für den //;, unendlich wird, 
1 x 


Nn—= 


p ’ 2 
oder für die alle Punkte (z,.y,) auf eine adjungirte Curve (x, y)=%) 
1 
Gattung fallen. Von diesen Functionen weiss man nach Weierstrass 
und auch nach Herrn M. Nöther, dass 


1\ 


(3.) oO (un 4 + ı .) d rc +1 


o u) © 1x 


ist, woraus folgt, dass die Summe 
p i p «k\ x 
(4.) 2 (C,+J (m, + I,) ) du, 
=1 ° ze: k 


das vollständige Differential einer Function der Variablen «, ist. Wenn 


} 


p 
wir es längs einer Curve im p-dimensionalen Raume vom Punkte x‘ bis 


1 
P 
zum Punkte #, integriren, vorausgesetzt, dass diese Curve nicht dureh die 
1 
singulären Stellen geht, so erhalten wir eine Funetion der Variablen «,, die 


Y 


wir durch B (uw, „‚$) bezeichnen wollen, so dass 


p dur p ak 
D (1 |ut”, € F3CR# | (C,+J (u,+ I, \ ) du, 
Bu 


„r) 
k 
wird, wo rechts — was nicht zu vergessen ist — in allen p Gliedern der 


Summe alle Variablen gleichzeitig, wenn auch beliebige, so doch in allen 
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dieselben Wege von ihrem Anfangs- bis zu ihrem Endwerthe durchlaufen. 
Diese Function wird, wie bekannt, logarithmisch unendlich wie log (2—$),-:, 


p 
wenn sich einer der Punkte (z;, y;) dem Punkte ($, y;) nähert, oder alle einer 
1 


solehen Lage zustreben, dass durch sie eine adjungirte Curve 1. Gattung 


gelegt werden kann. Dadurch ist sie mehrwerthig, und alle ihre Werthe 


p 
für ein gegebenes Werthsystem der «, unterscheiden sich um 2gni, wo 
1 


g eine positive oder negative ganze Zahl ist. Wollen wir dies vernach- 
lässigen, so werden wir das Gleichheitszeichen (=) durch das Congruenz- 
zeichen (=) ersetzen. Da 


Ok Üük E 


(6.) ,=1-1, 
& To Tı 
ist, so genügt es, weil man 
& 
(.) vo, = u-f, 
%) 


setzen kann, sich nur mit der etwas einfacheren Function 


EM EEE ee p “k 
(8.) db (m, 1a C,) — = ‚| (C,+J (m, + I) ) du, 


1 
ul") 
zu beschäftigen, die aus der Funetion (5.) dadurch entsteht, dass man den 
veränderlichen Punkt ($&, y:) in den festen Punkt (x), y,) hineinrückt. Diese 


- . p . ” 
wird logarithmisch unendlich für solche Werthe der Variablen «,, die einen 


1 
„ 


der Punkte (z,, y;) in den Punkt (z,, y,) führen, oder alle auf eine adjungirte 
1 
Curve 1. Gattung bringen. 
Setzen wir 


i 51,7. 
(9.) r) (w| u) C,) er I ( h ! un - c,) 
1 


h 9 r) 


» 


so wird dies eine eindeutige Function von u,, weil e®" = 1 ist. Diese 
1 
Function ist überall endlich, weil sie da gleich Null wird, wo die Function 
p 
D (u,|w/”, C,) unendlich wird, und zwar identisch in dem zweiten Falle, wie ich 
1 


es an anderem Orte, von dieser Definition ausgehend, gezeigt habe. Aber auch 
alle anderen Eigenschaften der Thetafunctionen müssen aus der Definitions- 
gleichung (9.) und nur aus dieser abgeleitet werden, und zuerst ihre Functional- 

















N 
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gleichung, die angiebt, wie die Function © sich ändert, wenn die Variablen 
p . . . nd .. 

a, sich um irgend welche simultanen Perioden ändern. 

1 


Wir werden die vollständigen Integrale längs der geschlossenen 
dk 
Curven A, und B, durch w,, und w,, für das Integral /,, und durch n,, und 


X 


T 
7;, für das Integral /J, bezeichnen, so dass 


%o 
p 
(10.) ©,= 2 (mw,,+n,0),), 
ig >13 j 
n p 
(11.) a = (m, 1,4 Rn, 9,) 
= 


die allgemeinen simultanen Perioden sein werden. 
Wir werden also haben 


p p 
(12.) J(u,+ ®,); — Ju) t N; 
1 1 


und auch für die allgemeinere Function 2. Gattung mit dem Parameter in (S, y:) 


p pP 
(13.) J (u,+8©,): = J (u):+7j:, 
1 1 
wo 
. p ’ 
(14.) == (m, n:;+n,n:,) 


De 


J= 
ist, was wir auch später gebrauchen werden. 
Um die erwähnte Aenderung der Thetafunction zu finden, müssen 
wir die Aenderung des Exponenten in (9.) aufsuchen. 


pP 
2. Setzen wir «,+@, als obere Grenzen in der Gleichung (8.) $ 1, 
1 


so erhalten wir 


Dur + or ri 
| 2(u+@,|u, C,) 2 zJ h (4 J (u+h)) du, 
©) 
p ul) +uöp pp %«, 
Sr Er je J (c, +J (m, + 1,).) du, 
’ X, 
ul) 
vu. + wr a 
+2 a + (G+J (m +4)) du, 
u) 4 u; 




















Da 


(2.) 


8.) 


(4.) 
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ist, so haben wir 


| ; fi} (+J(u, 4 + 1,)) du, 


-+ ny3 








"ar J (u, #1)) du, 


N 


( (© +J(m+ 0,41) du, 
o To 
ur 


| a+, (u, + 1), + ir) du, 


f 


) 


7: (C, + u, + 1 )) du,+7 (u — u; ) 


(0) 
ur 


u 


sogleich 


p “k p Pu (0 
2 © (644m Eh) and Zitm-a 


Ben: 


( (0 


Für das erste Glied der rechten Seite in (1.) haben wir 


Au”) w 
B I (0+9(w} 1),)am 
_ 


ki 
(0) 
Ur 


E & (ce + ur? A 1), du, 


k- 


_ 


== > f“ (c, + (mt + 1), Ju, 


ff (C+ J (mt ul” +1)) du); 





nun ist aber 


N 


\J) 


also wird 








| 


P|u,+®, 
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5 (+ sm + R))au 


® 
» 
7 "x 
0 R LEEN 
_ en ee, +J (©, —-u,+u”’ +1, ) ‚du, 
« 4 1 7 ai 
Ye 
5 Ök 


0 a 
p k \ 
== | -(C+J(-u tu” + I.) + .)du, 
1 x . 


Li 
3 Vk 


— } (C,4 -I(u, +al+h,) ),)du, r- N, ©;; 


j > 27° 


9; 


ok p Ok \ \ 
(ec „+ J( (Mt I, ).) du, 


= 
p » + Z ok p n Ak 7 i | . 
= 5 (C,+J(u,+ u +1) )du, + 3 > 7, ©,. 
k—1 1 ; ’& 1 4 
« 
E . 
u Sn 
Bringt man dies sowie (3.) in (1.), so erhält man 
r f p y P 1 Pr 
u”, c,) = 2 (m, |”, , (mu +, @,) 
1 / 1 ki= - 





ar 


p ii 2 8 j ws 

ur; | u + (m, +u+I,) )dw,. 

k=1, N n k 
W- 

un n Wk 


3. Um das letzte Glied in dieser Gleichung zu finden, führen wir 


pP 


2p willkürliche Constanten u” und J;, die wir nachher zweckmässig be- 


stimmen werden, 


(1.) 








1 


1 
- indem wir bemerken, dass 


a Ha) | + ” D ),)dw, 


» + — u “ 
— k eg k w h + — is (+ ul" = h f J &ü U, 


l 
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ist, wo das letzte Glied sieh so darstellen lässt 


R- 


B> ® "(44m + 1),) )du;, 


u 
(2.) — R: % 2 (Ita ui) + 1),- f Im ra + 1 ‚dw 


Am] 


»+- m; 
p 2 
t= J (J, +J(u,4 232 Tr 1) )du, 





a 


z%k 


Das erste Glied rechts lässt sich sogleich finden, denn man hat 


B . 
p + 5"k y Ak i 
= (Just ut? + 1 % —J (mul +1, ).) du, 
pe] x 
Li 
Br 
ok 
a - Ei 
n ul”) +- 3 wir. p a, p ul") zok p ar 
= 5 (u, +1, ‚au— 2 J (a, + I,), du, 
gr 1 x k=1, 1 x 
(3.) = 5 pi lu h) du; — > | E (+ ı .), du; ) 
Be . 
ul) £ 5x u +2 ok 
p u, | ] 1? 
= 2 Y(W-5 ®, +R),- Y(w+35 ©, + L), | du 
k=1 
Li 
ul") 
p u) 
I) % (0) 
==] 
u 
„O 





3ringt man dies in (2.) und von da in (1.), so erhält man 


nt dr de Br Br a 
eis 
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| p (°' ; or pP "k 
z/ (C, +J (m, + al + I ),) du, 


pe 
an 


p E" 
4) = EIN) © - Wu”) ,] 
& we 
p iS E = 
+3 [ars ran i))an, 
\ “ 
« 


I 


Bm 
0% 





und hier müssen wir schon die eingeführten Oonstanten ‘gewissen Be- 
dingungen unterwerfen, um für das letzte Glied, auf das alles in diesem 
Paragraphen zurückgeführt ist, irgend einen seiner Werthe finden zu können, 
da ein solcher vollständig für uns ausreicht, indem die anderen sich von 


ihm um 2gni unterscheiden. 
p p 
4. Könnte man die Gonstanten a” und J, so bestimmen — und dies 
1 1 


ist immer möglich, wie wir später sehen werden —, dass wäre 
pP " "k p 47’ 
(1.) J„+J(-u, +ui’+ I,), u (J; + I(u,+u! I+1, ),) (k = 1,2,...,P) 
1 r 1 ! “ 


pP 
für alle Werthe der Variablen «,, so würde man das gesuchte Glied der 


1 
letzten Formel auf folgende Weise finden. Wenn man diese Gleichung (1.) 
multiplieirt mit —daw,, summirt vonk= 1 bisk= p und dann integrirt von 


1 we . 1 e .. 
—, ©, bis +, @,, so erhält man 
= 2 
" ee 
—- Wk ) Ok 
p 2 I 
B: | (J, = (u, +u+I, ).) du, 
k=1 | n °’*® 
a 


+7 0% 


(2.) 
as gr 
. »+ > 0% SR “k \\ 
= P; (4. + s (u, +- u N + I, 3 d U; , 
. 


l 


r 





— Zt 
das heisst: unser Integral, zwischen symmetrischen Punkten auf irgend 
einer Curve genommen, ist dem in umgekehrter Richtung zwischen den- 
selben Punkten aber auf der zu der früheren Curve hinsichtlich u — (0) 
symmetrischen Curve genommenen gleich, also gleich der Hälfte des längs 
der geschlossenen, aus beiden zusammengesetzten, Curve genommenen, Man 


39" 
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muss also nur die beliebige Curve passend wählen, um das Integral zu 
finden. Wir wählen dazu eine gebrochene Linie, von der die nachstehende 
Figur, für die Ebene der Variabeln «, construirt, eine Idee giebt: 


C a / a N 4 J 
2. - | / G 
/£ " 


Hier ist AB=mo,, BC=mo,, (also Ob = AB, bC=5BO); 
MC=(CG= - Mm Wa, GE= oh; VE=ET= I 50; IP = N, 0, 

2 2x2) > 2 wx29 > 3,7233 > 3x3} 
u.8. w. Das Parallelogramm HL ist symmetrisch zu K@ hinsichtlich 0, 
das Parallelogramm US zu RT, u.s. w. Die entsprechenden Figuren 
müssen in den Ebenen jeder anderen Variabeln construirt gedacht werden. 


Die Variabeln sollen sich längs AB der Proportion 


du du, du, 
(4.) I — m == - = 


() (WW), IB W,1 


gemäss ändern; längs BC gemäss der Proportion 


z du, du, du, 
(8.) me=.-gt, 
91 w2 Op 


und ähnlich für die anderen Seiten der Figur. Die Endpunkte, wie P 


= dar. 

Das längs des ganzen Umfanges in positiver Richtung genommene 
Integral ist augenscheinlich gleich der Summe der über jedes Parallelogramm 
einzeln genommenen. Für das centrale Parallelogramm ABCD haben 


wir, da 


und Q für p = 3, stellen, wie leicht zu sehen, die Punkte + o, und — 
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B c „D A ‚B se c .D 
RER SU SFT -/ 
A B C D A D B A 
ist, 


1 
+ z my wr1 


S [ 1 1 0) 2 \ 
= | J E= J\u, me N, WW, u h + I ) 
= > : 
1 
Zzm 04 


1 ! ! ) 2 | 
Het: now, +u®+I,) ı du, 
_ 1 l 


7 


p + mw / 1 p RR 
we - j ts 75m Wı+ u, + I,) 
° u l 


k=1 x 
(6.) — na 


1 p ri, \ | 
/ 


hKu 5m ww, +9, +1, ' du, 
m 1 x 


p + > 01 i r Y+ mol 
- 3 nn) du+ & mn, du, 
k=1 
q ’ 


k—=1 
Yes q 
—z m @%] — zn @' 4 
p j4 4 ! \ ) . 
= m,n, - NO Nrı Or) = Mn, ara 
1 





— nach den bekannten Periodenrelationen der Abelschen Integrale 1. und 
2. Gattung von Weierstras. — Für das Parallelogamm MGEK haben 
wir, da 


LE LELZL 
G E K K G 


aM M M 
ist, 
1 
i v tzMm2wı2 [ 1 p 1 . a; 
! . f 
9 tut sm, VW t50n, Wr“, + I.) 
k=1 un u 0 x k 
BL Ye u 


1 52:28 l ’ 2 
In, +5Mm Oo. t5n Out 5m. t u F +1,) | du, 
(7.) * ou 1 .— a 
Rn 
m,w! 


p 2 1 1 # 1 | | Uy 
+2 | \J +J(u, +5m 0, +50, +5 m W0,.+u/" +1,) 
a. ” ” 1 —— r A 
& 


0 


p 


1 ii, u 
Ju, +5 MO t+5 MW ZM, 0. tu + I, ) du, = 
u. ni 1 x 


























=] 


Ist, 


und für 
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1 
p » + 7 ma wr2 1 
. = lm +3 > m, + 5) 5 Rı W, +u ul + I s) 


1 
m @R2 


1 Ak 
u, +5Mm, ts N, wu. +5 1,0), u | du, 





’ 


p 1 
+ 2 m 2" 5 
== 


sein symmetrisches NHFL haben wir, da 


‚H ‚F ww „NV ..V »L »F L 
RE 
N H F L H F H N 


drzm Wr? [ p 1 Ar, 
z | > J— Yu- sm, Vi O1 +u + I.) 
ı ı & = 


p ax 


er. EI 
+J, +J(m, — sm, OT zn — ZN Wi, rel, ) | du, 


= l 


p D—-Znawix? | 1 1 pP 1 Ay 
| ” . (UV 
Tu + 5,5 MmM WW ZN zZ MDd 2 tu), + I.) 
e ” 1 a Fu 
h 
Ak 


1 
—J- wm: Sm 01 — malt, Mm, +t ul) + 1), du, 


1 


Irzm 1.2 / 1 p 1 
= 5 J a — ZOO — zw +u)+ 1) 
. e yı4 1 Fe 
une 
pP 


1 l ! 1 ! — ek 
+4 (W, - 5m 5m On zm On tu” +1, ) du, 
a e r x, 


1 











| 





X — mM; Na)" (#4 5 N: o,.), 


k==1 


und für die Summe beider, (7.) und (8.), 


k=1 


+ M;wr2 
v ” R | 
: | (m Nat, N.) du; 
2 


1 
— 5 MW) 


k=1 


+ -mıWı9 
p 2 ' 
ne | — (MM Nat RN. +9; N) du; 
1 


—- ZMWRK2 


p p 


+ 5 mn, 1% Op = mm I (N: O!o—Yp We) = My n,- ni 


u) 
i k=1 
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— nach denselben Periodenrelationen von Weierstrass. — Für das Parallelo- 
gramm VTPR und sein symmetrisches WUQS sind die Rechnungen dieselben 
nur mit dem Unterschiede, dass an die Stelle von m,w, und »,@,, jetzt 
m,@,, und 2,@,, treten, und an die Stelle von : 5 Mm; + n,0,, die Summe 
) TEFIB x, es “a 

5m OH t+zRm + 5 ME + 5,0; So dass wir für den ihnen entsprechenden 


Theil des Integrals erhalten werden 
(10.) mM; N, 2rti. 


Analog ist es auch für alle weiteren Parallelogrammenpaare nur mit dem 
Unterschiede, dass an die Stelle von m,w, und %,0®,, die jedesmaligen 


2 ir ie 1 1 . Zn 
Perioden treten, und an die Stelle von „m;®,+ ,n,0, die Hälfte der 


Summe aller vorhergehenden Perioden, so dass wir für das letzte Paar als 
den ihm entsprechenden Theil des Integrals bekommen werden 


‘ ‚» ® 
(12.) m,n,2ni. 
Das Integral wird also im ganzen gleich der Summe 
7 
(13.) 2ni 3 mn. 
k=1 


und folglich wird 


(14.) 55 u ” (J, == u, ++, ) ) du, = ni > M.N,. 


k=]1 kz=1 


wm Ab 


x 
Ur 


N 


. Setzt man dies in (4.) $3 und von da in (7.) $ 2, so erhält man: 


5 ( (+ @,| [ul", C,) = od Ca u, C,) 
(1.) 





pP v. : a p ei m 1 2 
+ = [(C; —J,) o,—(%; (0) _ u.) ni +2 im + 5 @,)+m, N, ai. 
- —1 . 


Nimmt man die beiden Seiten dieser Congruenz (mod. 2ni) zum Exponenten 
der Zahl e, so erhält man wegen (9.) $ 1, und da e”' = —1 ist, die gesuchte 
Funetionalgleichung der allgemeinen T'hetafunction: 


p 
0 (u, +8,|u, C,) 


) 
1 


IND 
ns 


: ?. x - (0) O)N\.; ge 0 u \ 
_ u [((— ) ör- (@ u nr] = ir(ur—ul + -0, k) 
= e — 


Eh 4. ZU 





ou, Tui”, C,). 
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pP ‚ , F pP pP 
6. Anstatt der Parameter C, und u” wollen wir hier andere w, und v, 
1 


1 1 


einführen, indem wir setzen 


p y 
—f() (U j 
u — u, =— 23 (u; Wr Y, 0,,) ”) 
/ en. 
(1.) (k= l,...,P) 
! 
0,—J; = u (u, NytPV; N); 








J 


. * [} * . p 
was immer möglich ist, da die Determinante A der Üoefficienten von w, und 
1 
p 


v, gleich + (2), also von Null verschieden ist. Dieses System von 2p in 


l 


. r P P u . [2 
Bezug auf die 2p Unbekannten «, und v, linearen Gleichungen lässt sich 
1 


sehr schnell mit Hilfe von Weiersirassschen Periodenrelationen lösen. 
Multiplieirt man nämlich die erste dieser Gleichungen mit —n,,, die zweite 
mit w;,,, und addirt sie dann und summirt nach k vonk=1bis k=p, so 
erhält man wegen der erwähnten Relationen 


p 
(2.) Z ((G,—J) 8, —- au) n,) = —2ni-u,; 


multiplieirt man die erste mit —n,, und die zweite derselben Gleichungen 
mit @,,, so erhält man in derselben Weise 


.<. E — OD} \ fr . 
(3.) 2 (O,—J) 0, —- (a u”) n,) = 2ni:v, 


\ 


Multiplieiren wir jetzt die Gleichung (2.) mit n,, die Gleichung (3.) mit 
m,, addiren sie und summiren nach g von g=1 bis g=p, so werden wir 
nach (10.) und (11.) des $ 1 erhalten: 


I > 2 u $ ii 
(4.) z (GI) © — (u —u®) 7) = 2ni Pi (v,m,—u,n,). 


Wir wollen auch neue Veränderliche mittelst der Gleichungen 


(( 


9.) u—u) = u, A=1,2,...,P) 


einführen und auch die Bezeichnung der Function selbst etwas abändern, 
indem wir setzen 


p 


pP 
(6.) O(u+u u, C,) = (wi; u, v,). 
1 1 


N 


Weil man dann hat 


| p 

[# —{() 

u” — u” + 3 (u;0, + r; @,,). 
u 


I= 
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Wegen (4.), (5.) und (6.) nimmt dann die Gleichung (2.) $ 5 folgende 
Gestalt an 
P 
9(u+@,; u,, v,) 
1 
/7 
(T.) pP pP 


4 
% s ’ . x’ - " > \ 
_ nung at < (WM, —Uun) —_ Nur tZWE) f p \ 


= a ) ee‘ gk=! ö: 9\u,: u,,v ), 





wenn man wieder #, für «, schreibt. 
Setzt man hier m, = 1, oder », = 1, und alle anderen m, und n, gleich 


-_ 


Null, so erhält man folgende 2p einfachere Gleichungen: 


5% E / 1 \ 
p \ Ini»v, < Yelurtzwpr / p \ 
) (u,+ 0, 4,,V,) = e m n TR v.), 
N 1 
(8.) 
p 

\ —Iıti-u - „"ulurtzwr; \ 

() (+ L w.;: U,, v,) — e 7 aa () (u; uU, Vu); 





1 
durch deren wiederholte Anwendung man wieder zur allgemeinen Gleichung (7.) 
kommt, worauf wir hier nicht eingehen wollen.*) 


“ & i j E ’ / { \ j ' 
Wie bekannt. heisst die Gesammtheit der Zahlen (un, y,) die Charakte- 
) / 
ristik der T'hetafunetion; jede Zahl «, und v, ihr Element. 
7. Die einfachste dieser Thetafunctionen ist gewiss die, für welche 
alle Elemente der Charakteristik verschwinden. für die also 
(1.) u, =), y, = (M=1,2,...,p) 


— diese wollen wir kürzer so bezeichnen 
(2.) 9 (u; 04 ‚,)= (m), 


— weil für sie die Gleichungen (8.) und die allgemeinere (7.) folxende 
einfachere Gestalt annehmen: 





/ v BS Ykı\urt op) 
() \v-+ ©.) = em (m 1,), 
1 
(3.) 
A J/ 8 N" (u+- n w' 
) (1,+w),) you "ola ); 
1 
£ u ; ( 1 \ 
p MN: _ Nk\u, + ®vk) Beer 
(4.) B (m, + ®,) = (- 1) au J (u,) 
1 


*) Das findet man in meinem Buche: Die Umkehrung der hyperelliptischen 
Integrale. Charkow, 1555. (Russisch) S. 114—116. 
Journal für Mathematik Bd. CXXVlI. Heft 4. 40 
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Aus den Gleichungen (1.) $ 6 folgt, dass für die Werthe (1.) der 
Elemente der Charakteristik 
(D.) God. u) = ul (k=1,2,...,P) 
wird und umgekehrt: wenn diese Gleichungen stattfinden, so finden auch 
die Gleichungen (1.) statt. 


Da u) keine willkürliehen Grössen sind, so wissen wir nicht, ob 
1 
sie als untere Grenzen der Integrale in der Formel (8.) $ 1 genommen 
werden können. Da wir jetzt nach (5.) $6 auch die e in den oberen 
1 
Grenzen der Integrale dieser Formel durch x, + u’ ersetzen müssen, so 
wollen wir, um dem erwähnten Uebelstande zu entgehen, als untere Grenzen 
der Integrale {’+x” nehmen, wo u” willkürliche Grössen seien. Wir 
definiren dann eine Function C(u,) durch die Gleichung 
vr 
.” sa 


(RA \ 4 \ en 1)‘ p A a 
5) Dim) = Blu)+ & (I+J (m, ade I, ) ) du,, 
1 2 k=1, m ’h 


4a) 
wo rim s auch eine willkürliche Grösse ist; oder 


p p u \ 
(6.) Tu) = Pl’)+ Plata +, d), 
1 1 


1 
wenn wir die Bezeichnung der Formel (8.) $ 1 gebrauchen; die Formel (5.) 


kann auch so geschrieben werden 


»u a 
By p p . » h p k 
7) 2m) = Plu?)+ J (I+I(m, + “”+1,) ) du,. 
] 1 k=l. 1 2, &k 
„® 
h 
Wenden wir auf diese Function die Gleichung (1.) $5 an, was die 
Form (6.) der Definitionsgleichung möglich macht, so bekommen wir 
B... p 7 E; i 
(8.) D (u, + ®,) —= db (a,)+ > [ü (w.-+5 D.)+m, N, ai, 
1 1 kl ps 
woraus für die Function 


(9.) „>) 


eben die Gleichung (4.) folgen wird; wir können also setzen 


u p (u, 
(10.) (m) an ai m) 
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da durch diese Gleichung, wie auch durch die Funetionalgleiehung (4.) die 
.. P ji . » . . . 
Function © (w,) nur bis auf einen eonstanten Factor bestimmt ist. 
2, 

8. Weierstrass nannte diese Function Thetafunction ohne Parameter; 
ich möchte sie lieber die fundamentale "T'hetafunetion nennen, weil jede 
andere auf diese zurückgeführt werden kann. Wir können nämlich die 
Gleichung (8.) $ 1 folgendermassen umformen 


= 
D (m |, e 
1 


dur sur 
pP y / P \ 
y t v 1) \ 
= > | (C,—Jı) du, + 23 | (J+J (u, HI.) )du, 
k I. 7 K 3 1 , 
„) „®) 
k 


(1) IE 


3 L] 
E N 1 “ u f ! { | 4 () i \ 
= 5 (G-J) un -w’)+ 23 | © -/ (ru, ’+1,) )du 
ki k , . 
( 


1 

q 
u et 
R k 


U 





id ((' 3, (u — u) db fa A N p( (0) ' be \\, 
u \Ur TUR) \% JA \ un) u u . 
ko] 1 l 


also wird 


5 (Cı—J fu; un o\ ee u) 
. r vi KONRINTCA „= \ 
(2.) 0 (m, 1,6) ee” — 
l (u B$ ) 
n 1 
\ P A) . . an 4 .. x = 
wenn nur ,’— u)’ nicht zu den singulären Stellen gehört. Setzt man hier 
> 
. (u) P x 
“,-+ w,’' statt ,. so wird man haben 
1 Ya 
2 \ 
X lu, + u u) 
f 07,0) Kr su; Fun E ng 
(3.) W) (+ u, |u , & == 6 - 
1 \ 


0) ( u, ai - y ) 


1 
und wenn man hierin für ©, —J, und a’ — u” ihre Werthe aus den Gleichungen 
(1.) S 6 einsetzt, so erhält man daraus wegen (6.) $ 6 folgende Gleichung 
pP p ( [ ) o > zu 
4 9 ’ p \ - (3 (u, nt v; Nkj ) ur I\ u) u - (u Ynjt v Vni) } 
m 1 s — > K= 2 i 
( ) (2; m Vı) e Be . er 
(+ B: (4; wı; + Yı Wwn;) ) 
jel 
9. Nun wollen wir die Möglichkeit der Bedingungsgleichungen (1.) 
$ 4, die auch so geschrieben werden können 


- 0 \ f | E (0) p 
(1.) J (—u,+ u’ +1, Pau J (ta +1,) — —2J, 
] TC | r n 
40* 
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untersuchen, und zugleich, falls sie als möglich erscheinen, eine Methode 


? Pi pP 
zur Aufsuchung der betreffenden Werthe der Constanten x!” und J, auf- 


1 1 
weisen. Wir wollen aber dabei unsere Aufgabe etwas allgemeiner fassen, 


und untersuchen, ob die Gleichungen (1.) möglich sind für eine Abelsche 
Transcendente 2. Gattung mit dem Parameter in einem beliebigen (nicht 
singulären) Punkte ($,n:); wir werden also nachsehen, ob es möglich ist, 


p 
die Constanten a, und ©. so zu bestimmen, dass man für alle Werthe der 


p 
Variablen «, hat 
1 


pP 
(2.) (-mtu,) +J (+0) =. 
1 
Setzt man 
(3.) — u, +0, = td, u, tu, = WW), (h=1,2,..,P) 
so wird diese Gleichung 
j PN p 
(4.) J (v.):+J(w,) = U. 
N ı 72 


Differentiirt man diese nach «,, so hat man 


os(u): sl): 


(5.) a + Im, = 0), 
Setzen wir 

p ir u 

(6.) o,= ZI, = El, 


ii Ad: | a; 


so werden wir nach der Formel von V. Ermakow 


(u) p 
(7.) En = H (a,, b,|$,y)— D: P;, (a,, bi; 2, y,)" 


folgende beiden Gleichungen haben 


*) Diese Formel wird so erhalten. Da beide Functionen H(z,y\$,y;) und 


. p | . * v 
D:P:,(z,y;a;,b;) im Punkte (£,y;) unendlich wie en | werden, so wird ihre Diffe- 
1 ” sl: =E 


renz eine adjungirte Function 1. Gattung sein; also kann man setzen 


m—ın— » 


(@.) H(x,ylS, Yy)— DyPen (@,y5@;, )) = ZAgı(a, Y; a,b;); ; 
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se 
64(2,); p n 
> | \ 
—,,— = H(a,b,|5,y)—D: P:, (ar, bi; 23, Y3)} 
” Ol; 1 
(8) | 
31 (wm): a gi 
——— = H(a,,b,|S,y:)—D:P:;, (ax, d,; 23, Y:,)- 
oOW; | 





Bringt man dies in (.), so bekommt man 


(9.) D: &, (@r, bi; € I sis a 2) D: P: .(a;. b;: n 2, yl) = ( 


macht man hier (z.y) = (a,b;), so erhält man 


(3.) H (a;. b|£. Y: —u - 


m—:2ın—? 


Mm— m 


? 
da alle a (x, y; a,b) dann gleich Null werden ausser der gı CH y: a,b,) die 


gleich Eins wird. Setzt man dies in («.), so erhält man 


9) H@,yl&y)—D Pa (z,y: a,b) = . 5 H (a, bi] Ey 
Weiter hat man 
PN pi 
(8.) 40? = ZU, 
wo 
(€.) II: = er H(z, yl&,.y.) w 
. z Ss r 5) |» E © F(z, y) 
X F 
ist. Differentiirt man (d.) nach u,, und beachtet, dass 
PE2 _.ödFKa,, yi) u 
($-) ETTETM (a, br; 2,9) 
ist, so findet man 
f? 
sm); m—2 n—?2 p 
(x.) | er = 2 H(x;,y;|& Y)yıl a, bu; yı)- 


m—2n—: j 


) Pr (z, y; a;, b;). 


Vergleicht man dies mit (y.), so erkennt man, dass an Stelle der Fundamentalpunkte 


. . p . . * 
hier die Punkte (z;.y;) getreten sind und (z,y) durch (ax, bx) ersetzt ist: also wird 
1 


man nach (y.), wenn man dort diese Veränderung vornimmt, folgende Formel erhalten 


24%) 


(2) u = Han, bild, y9—D; Pi, a,b; 2,9), 


was zu beweisen war. 
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eine Gleichung, die uns zeigt, dass die Funetion der Variabeln (x, y) 
. 4 6 Z 
10.) D; P.,(@, y; #5, y)—D: P:, (2, y; 2%, y%;) 


n 

in allen » Fundamentalpunkten (a,, b,) verschwindet. Diese Function, als 
1 

Differenz zweier adjungirter Funetionen 2. Gattung mit demselben Para- 

meter ($.9:), redueirt sich auf eine adjungirte Function 1. Gattung; wenn 

aber eine solche in allen p Fundamentalpunkten verschwindet, so ist sie 

identisch Null. Also haben wir für jeden Werth von (z,y) 


(11.) D: P:, («, ya. yı ») = D: P:, (x, y; zu. yR), 


pP pP 
das heisst, die Punkte (z};,,y:;) und (zz, y;;) sind alle 2p Nullstellen einer 
1 1 
und derselben adjungirten Function 2. Gattung, eonstruirt mit Hülfe der 
Tangente der Fundamentaleurve F(x, y) — 0 im Punkte (£, y:), nur dass links 


die einen, rechts die anderen p Punkte als willkürliche Nullstellen der 
Function hervorgehoben sind. Wir können also schreiben 








P p 
3 ! ı ı 
D: P;, (, ya, Yy:;) = D: P;, (©, Y, das y) 
1 1 
f ») —_— — ) 
(12.) 4 gr In R. j; er r 
Pr T,y,27:,Y& Siy Jos 
= ) 
I: 





wo man der Kürze wegen gesetzt hat 


a oOF(£, y:) u 6) F(S.y;) 
15.) ; = 8 (2—5)+ öy: (y-y2). 
Addirt man jetzt die Gleichungen (3.), so erhält man 
(14.) Zu, =0o,+tw,, M=1,2,..,Pp); 
also wegen (6.) 
(15.) Zu, = 2(i + 1) M=1,2,..,P). 


zu Gleichungen machen die Berechnung der Werthe der Con- 
pP 
stanten 7 möglich; denn, nimmt man z.B. (a, y;) willkürlich an, so 


werden die anderen durch die Function (12.) bestimmt. Man kann aber 
auch andere Formeln bekommen, die nichts Willkürliches enthalten. Lässt 


v 
man alle «, sich dem Werthe O0 nähern, so werden ®, und w, sich «, 
l 











Tichomandritzky, über Abelsche Integrale und Thetafunctionen. 303 


nähern, und zugleich die Punkte (z;,. y-,) und (zi,, y:;) einem und dem- 
selben Punkte (e;,, Y..,), und so fürö= 1,2,...,p, sodass die Funetion (12.) 


zur Funetion 


m—1i n—1 p 
v:(e, Yy; Ckiy Ye; C&, Yer;) 


(16.) 1 un u Ba 


wird. Die Formel (5.) wandelt sich dann in die folgende um 


(17.) 2u,=2 8], 
oder 
‚c& pa, 
(17) = 3L- =], 
i=1l7z | x 


Fasst man den Quotienten der beiden Funetionen (12.) und (16. 


i ao 1 1 p \ 
wil 2, y;zh, yalzl, yi) 

(18.) | 
) m—ın—ı p \ 
bel z, Y: CärYerlCH, Ver;) 


l 


ins Auge, so hat man nach dem Theorem von Abel 


a pet 

nr 
a 
Ka 

| 

_ 


8: 
(19.) B: \ 


wenn der letzte Integrationsweg passend gewählt ist, woraus folgt 


=, r 2 2 

SE Du A 

(20.) Bs (1 +L)=2 81; 
i—1 1 a; ‘ la; 


also geben die beiden Formeln (15.) und (17.) dieselben Werthe für 2«,. 
Die Gleichung 


3 Bi. m—in—1 p 
(21.) we(z, Y; 64. Yo. |Cur Yo.) = 0 
> 1 - 
stellt eine sogenannte tangentiale adjungirte Curve 2. Gattung vor, die 
. u . . af” o \ ” 
mittels der Tangente im Punkte (£,y ) an die Fundamentaleurve F\r,y) = 0 


bestimmt ist, und die diese in p Punkten berührt, die durch den Punkt 
(£,y:) fest bestimmt sind. Das Problem, eine solehe Curve herzustellen, 
hängt von der Lösung eines bestimmten Systems algebraischer Gleichungen 
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ab,“) und hat deshalb eine endliche Anzahl von Lösungen, welche Anzahl 
später durch andere Betrachtungen viel schneller sich ergeben wird als 
durch Betrachtung dieses Systems von Gleichungen, weshalb wir dabei nicht 
stehen bleiben. Von fundamentaler Bedeutung aber für unsere T'heorie ist 
ler Umstand, dass alle diese Lösungen in zwei Klassen zerfallen, je nach- 
dem die Curve (21.) eine eigentliche dieser Art ist, oder eine zerfallende, 
d.h. von der Gestalt 


m—:2 n—? 9-1 
22.) l plz. Yy; C;, Y., | yet, 
1 


also darstellbar als Produet einer tangentialen Curve 1. Gattung und der 
Tangente /: = 0 selbst. Im letzten Falle sind die Punkte, wo diese Curve 
die Fundamentaleurve berührt, ausser dem einen, der in ($,y:) fällt, von 
der Lage dieses Punktes ganz unabhängig, weshalb auch in ihrer Be- 
zeichnung in (22.) $ herausfallen musste. Mittels einer zerfallenden ad- 
jungirten Curve (22.), oder — anders gesagt — mittels einer wegen des 
Zusammenfallens eines der Berührungspunkte mit ($,y:) in 


BL. | 


m—2n—2 p—1 
p | L, Y; C;, Y.; | C;, y.,) 


degenerirten Funetion (16.), hätten wir anstatt der Formel (17'.) für a, eine 
solche 


AT p—1 : pP / 
(23.) et, = P > I,-+I, — y1 EUR We Bee 
il 2 x i=ix 


vefunden. Setzt man 


G; 
JAN p—1 PB’ 
24.) u = YElh- 51, (h=1, ») 
i=1l x, i=1%, 
so nimmt dieser Ausdruck von a, eine einfachere Gestalt an 
25.) “= u) + I, (h=1,2,...Pp). 
PM 


wo nur das zweite Glied rechts von (£,y:) abhängt, während in (17.) jedes 
(lied der ersten Summe rechts davon abhängt. 

10. Wie in der Form des Ausdrucks für @,, so tritt auch in der 
Form des Ausdrucks für C; der Unterschied zwischen den beiden Klassen 
von Lösungen hervor. Da 


*) Siehe darüber H. Stahl, Theorie der Abelschen Functionen. Leipzig, 1596. 


Ss. 221 uf, 
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x’! 


(1.) In), = 55 FR un), = B5 I. 


i=1l % u 2] 


sind, so nimmt die Gleichung (4.) $ 9 folgende Gestalt an 


@.) 3(n.+n.)=c, 


T, 


und diese Formel erlaubt uns immer den Werth von C: zu bestimmen, 


gehöre die Function (12.) $ 9 zu der 1. Klasse, oder zu der 2.; für die 
“ D| pP 
1. Klasse gilt aber diese Gleichung auch für die Grenze (u, — 0), und 


1 
zwar wird 


3.) si. 


1 x 


woraus sich ergiebt 


(3°.) - C.= 5 Il; 


s — 7 


für die zweite Klasse aber wird sie illusorisch für die Grenze (m, — 0), da 
1 


eines der Integrale der Summe unendlich wird, indem seine obere Grenze 
gleich 5 wird, also mit dem Parameter zusammenfällt. Um den Werth von 
C: in diesem Falle zu finden, muss man einen anderen Weg einschlagen, 


falls man nicht die Formel (2.) anwenden will. 
p 
Setzt man in der Gleichung (2.) $ 9 + statt U, SO wird sie 


p p 
(4.) J (- u.) + Ju, + 2u,) =(:; 
1 & 1 & ' 
setzt man hier 
. p Wi 
(5.) u) un. C, an 93 I, )) 
sl AN 


wo die Integrationswege die nämlichen seien, wie in der Definitionsgleichung 


j p 
der Function Im). 


a 
(6.) J (m). — 2 H;; 
so wird 
(7.) J(-0) =(), 
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da alle Integrationswege sich dann auf einen Punkt (z,, y,) redueiren, und 
die Gleichung (4.) giebt uns 


u der 
(8.) C; = J(4+2%). 
1 S 
Diese Formel (von Weierstrass) ist auch im ersten Falle richtig. 
1. Zieht man den aus (17.)$ 9 genommenen Werth von x, von den 


Ausdrücken (6.) $9 für o, und w, ab, so erhält man wegen (3.) $ 9 


un 


\ PS en pp. & 
(1.) -,=9,-uw=.2|]: u=w-—-u= _>[]1,, 
t=1 ==] Li; 
also 
T.,. x, 
x E E- 2 
(2.) & I, = —- 2 ' FR 
—=1 & i—1 & 
was übrigens auch aus der Gleichung (19.) $ 9 sofort erhellt. — Zieht man 
dann (3.) von (2.) $ 10 ab, — was aber nur für die erste Klasse erlaubt ist, 
— so bekommt man 
x. " 
/OIN « r r r 
(d., 2 I: +23 II: =VQ, 
sel c F x I! er ; 
woraus folgt 
x". PR a4 
a A . A > 
i=1l <c 


i=l e 

Stellt man dieses mit der Gleichung (2.) zusammen, so erblickt man sogleich 

mit Rücksicht auf (1.), dass solch eine Summe der Integrale 2. Gattung 
P Pr * 

eine ungerade Function der Variabeln «, ist, die durch die Gleichungen (1.) 
1 


definirt sind: denn setzt man mit Herrn H. Weber 


2 


a p o 5 
(8.) Z(w) = & I;, 
. .° 


- 


so lässt sich die vorige Gleichung so schreiben 
f \ P p 
(6.) z(-u,) — —Z(u,) ; 
w, PP}, 7; 


Für die andere Klasse muss, und für diese kann man die Gleichung 
(2.) $ 10 so darstellen: 
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a Ber Ze BR 
(7.) 31-10 = -(Zu,-1c,), 


i—]1 ui‘ 1 


wo C; durch (8.) bestimmt ist. Stellt man diese Gleichung mit (2.) für die 


erste und mit 


7 x’ / x’! et 
p si 1 [p-ı $i ep 
(8.) 2ı+1= -\2 I, + i) 
1 © (== ». R 
— nach (23.) $ 9 — für die zweite Klasse zusammen, so kommt man 


wieder zu der Gleichung (6.), falls man 


(9,) Z(w) = ZIl;-,C: 


setzt und berücksichtigt, dass (1.) und (2.) auch für die 2. Klasse richtig 
bleiben (mit dem Unterschiede, dass eine der unteren Grenzen gleich 5 wird). 
Nach (3.) S 9, (1.) und (8.) $ 10 kann man diese Gleichung auch so dar- 
stellen 


: pP ] p \ p 
(10.) Z («,) — "ia I(c, + 2 u.) + Ju, =. u .) . 
1 E . 1 c 1 «X; 


- - 


p 
Der Kürze wegen werden wir im Folgenden die Functionen Z(w,) Fune- 
1 - 


tionen der 1. oder der 2. Klasse nennen je nach der Klasse der zu ihrer 
Herstellung gebrauchten Funetion ı:. 


12. Schreibt man die Gleichung (9.) $ 11 so 


p u: 
(1.) Z (m, ka -; C:+J (m+%,) 
p 


so erhält man daraus für a, = 0: 
1 


2(6),- 3042), 


on 
DV 
ut 


p 
(Gehört die Function Z (u,) zur 1. Klasse, so wird 
rs 


(3.) u,= ZI, (h=1.2....,P) 
—1 o. 
und 
[4 2% 1 
(4.) J (w,) Z— Px II: ER C: 
1 & ii Be: - r 


41* 
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nach (3.) $ 10; also wird 
p 
5. Z(V,) =. 
(5) 1), 


Gehört die Function z (m) zur 2. Klasse, so wird nach (23.) $ 9 


(6.) = +, 
=1 a; ap 
also 
» s—ı 
(7.) J (m), = = 2 I;+ ir, 
und darum wird in diesem Falle 
p 
8. ZU) = x! 
(8.) (1), = ® 


sein. Für .. — 0 ist also die Function Z (m). Null oder Unendlich, je 


nachdem sie von der 1. oder 2. Klasse ist. (Wir sprechen hier von dem 
einfachsten Werthe der Function.) 


13. Jetzt wollen wir die verschiedenen Lösungen unseres Problems 
mit einander vergleichen. Unsere Constanten n und C; sind in den vorigen 
Paragraphen durch Summen von Integralen 1. oder 2. Gattung dargestellt: 
da die Werthe der letzteren von dem Integrationswege abhängen, so kann 
jeder der gefundenen Werthe noch durch beliebige zugehörige Perioden 


veändert werden; aber alle solche Lösungen, für welche die Werthe dieser 
Constanten sich nur um ganze Perioden RE nen zu derselben 


Funetion z(w) ; denn setzt man in (10.)$ 11 u.+®, statt u, so bekommt 


das zweite Glied rechts in dieser Formel den Zuwachs je, und das erste 


den Zuwachs —7;;, wie leicht zu sehen; also bleibt die Function Z (m). 


dadurch unverändert. Die verschiedenen Lösungen können also nur durch 
die verschiedenen, zu ihrer Herstellung verwendeten, tangentialen adjungirten 
Curven entstehen. Es bleibt uns also nur übrig, solche mit einander zu 
vergleichen. 

Nimmt man statt (16.) $ 9 eine andere adjungirte Funetion derselben 
Klasse 1, nämlich die Function 
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landun, lan) 


(1.) je 


» 


so wird man ähnlich den Formeln (17'.) $ 9 und (3’.) $ 10 haben 


el 
&> a 


p eo ) 
(2.) u, — PB: Va 5 E. 
i=l x i=l r 
N $: 
(3.) 5%; = Zu; 
2 =" 


nun hat man, wenn man die Function 


— . de, \ 
(4 \ Y; (z, y; Cti. Ye’, Czi, Ye, ) 


7 
h 
:( »Y5 Ckiy Yer, | Cu Yez;) 


ins Auge fasst, nach dem Abelschen T’heorem 





p EN 
(9.) 223 1-1.) = 2! w-u)=(0, 
(1 Xn 2 
also = w,, und 
m p “E & \ 2 
(6.) 225 II; — II; ) = C;—-(C; = 
1 x 2 - FF 
also = n:, wobei 
7 
w„= 5 (m, w,+n;® | 
7) . 
p BER 
n= & (m, n3+n,n; 
J>1 
ist; daraus folgt 
’ | 
(8.) u,=u+5;W,, (A=1,2,...,P) 
er 1 Il — 
\ y BR Y N 
(9.) 56: =50:t5n: 


Diese Formeln bleiben auch gültig, wenn man in (4.) eine oder beide 
Funetionen durch 


(10.) I: p (2. y; Ci, Y.; | c.Y ) 


ersetzt, also durch die Function 2. Klasse, und zwar bleibt für die Formel 
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(8.) auch die Ableitung des Resultats bestehen, mit dem Unterschiede, dass 
man für ,, oder für «, und a,, die Formel (23.) $ 9 benutzt; für die Formel 
(9.) muss man dazu, da (3.) illusorisch wird, die Formel (8.) $ 10 gebrauchen; 
diese giebt uns 


(11) C:=J (+21), = Ku+20,+0,), u Kc+20,) +n:, 


- 


also 
(12.) 0; = C:+n5, 
woraus wieder die Formel (9.) folgt. 
14. Setzen wir die Ausdrücke von u und . C: in die nach dem Muster 
; 2 


von (2.) $ 12 gebildete Function 


: 1 A 
(1.) Z («.) “ C:+J(u.+u,) 
1 7: ‚Ei 9 

ein, so bekommen wir 

/92 7 P 1 C 1 =, J P 1 — 

(2.) 4 (w.) . we 9 n:t« (wtruty®: 3 
also nach (2.) $ 12 

ON rg! r Bm 

(9) Z (mi). = — > n:+Z (m+5 > w, g? 


so einfach wird die eine dieser Funcetionen durch die andere ausgedrückt. 
Man kann diesen Ausdruck der Function Z (m). durch die z(m) 


auch auf einem anderen Wege ableiten, wobei sogleich klar wird, dass sie 
auch ungerade ist. Man hat nämlich 


(4) Z(u+0,). = Z (m) +: 


: Pa pP ; . . 
setzt man hier @,— , w, anstatt «, und zieht beiderseits 
1 


1 - 


Dy| mi 


nz ab, so erhält 
man, da nach (6.) $ 11 
p 


(ö.) 2(u- 15) --2 z(- ut, o,). 


] — 


Ist, 


Br ru; ER BA; 
(6.) 2(ur 0, an I udn -(2 (-u+, 5a) -3 7), 


» 


was eben den ungeraden Charakter der Function (3.) ausdrückt. 
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15. Die Gleichung (3.) $ 14 zeigt uns, dass alle Functionen Z (u,) auf 
ı 7 
eine unter ihnen zurückgeführt werden können durch sehr einfache Ope- 
’ e.. P ki \ 1 
rationen: Addition von —w, zu a, und Subtraction von —n- von dem so sich 


) ) 4 


7 ) 


ergebenden Werthe der Function, wenn w, und 7: simultane Perioden sind. 


1 
Da, wie wir schon gesehen haben, eine Veränderung der Constanten a, um 
1 


ganze zusammengehörige Perioden keine Aenderung in der Function Z(w, 


k 


p p 
hervorbringt, so reicht es aus, den Zahlen m, und », in den Ausdrücken (7. 
1 1 
$ 13 nur die Werthe O0 und 1 zu geben. Dies giebt im ganzen 2” Func- 
tionen, da jede der 2p Zahlen m, und n, beide Werthe 0 und 1 unabhängig 
von der anderen erhalten kann. 


Behält man die frühere einfache Bezeichnung unserer Funetion durch 
p 
Z (w,) für irgend eine unter ihnen bei, so könnte man die anderen mit Herrn 
1 
Weber”) zweckmässig so bezeichnen 


m, (a N 
a. U, ) 
N; Zr 


l 
l 


+ 


(1.) Z 








tz‘ 
1 2 ’ p ' r 
(m) — Z 
My Mayer, My .g 


— wenn diese durch die Gleichung bestimmt ist 


p 
p p 
De mr | er 
2, 2) - Ira). 
N ;- Pr E uud une 1 
1 


pP 
y u N » ‘ . r m 

wo w, und 7; durch (7.) $ 13 gegeben sind. Der Zahlencomplex | | 

1 nt,‘ 


1 
i 


kann die Charakteristik der Function (1.) in Bezug auf die Function Z (u h; 


genannt werden, da sie sich mit der zu Grunde gelegten Funetion ändert. 


... Be ©] P ’ 
Setzt man in der Gleichung (2.) «,+5 w, anstatt «, und zieht von beiden 
Fe 1 


. 1 a . . 
Seiten — WE ab, so erhält man, wie leicht zu sehen 


» p 
1 m; GE Im; + m;,| 7? 
(3) u ° n:+Z rd (+35 @,) =Z | | (u,) ) 
Z N; ı < c Mm; 4- nm; 1 E 


*) Zur Theorie der Umkehrung der Adelschen Integrale. Dieses Journal, Bd. 70. 
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2 
. . . . . ° . m; 

also wird die neue Function in Bezug auf die Function (2.) "| zur Charak- 
) 


1 
teristik haben; folglich kann man schreiben 


S [u t2]l@,-2 [3 2l@. 


i 


In derselben Weise kommt man auch zu der Formel 


- m; + m; am; - 
8.) 2 ” et 1); = 2 R E (i u). 
Die Verwleichung dieser beiden Gleichungen giebt uns die Formel 


p = p pP m 4 p 
6 ) & + 3 | ” > Es u 
. — = u -- u y 
n; + m; N; N; N; n; 
1 1 1 1 1 


welche das Gesetz der Composition der Charakteristiken angiebt. Dieses 


ist eommutativ. 
r 
Die mit der Charakteristik Ei behaftete, durch die Gleichung (2.) 


» 


1 


bestimmte Funetion z(m). wird mit der Funetion z(u), zu derselben 


Klasse gehören oder nicht, je nachdem w, mittels des Abelschen T'heorems 
einer Funetion von der Gestalt (4.) $ 13 entspricht, wo Zähler und Nenner 
zu derselben Klasse gehören, oder einer solchen, wo Zähler und Nenner 
zu verschiedenen Klassen gehüten, wie es aus den obigen Auseinander- 
setzungen erhellt. 


Für e, — () wird diese Funetion endlich oder unendlich, je nachdem 


1 
sie zu der 1. oder 2. Klasse gehört. 

16. Nach diesen allgemeineren Untersuchungen kehren wir zu dem 
speciellen Fall des $4 (Gleichung (1.)) zurück. Da hier ($,y:) = (a,, b.) 
sein muss, wo k= 1,2,...,p ist, so erblicken wir sogleich, dass, damit die 
} 

u“ dieselben Werthe für alle 4 haben, nothwendig und hinreichend ist, die 


H 
Lösung der 2. Klasse des $ 9 unserer Aufgabe zur Anwendung zu bringen; 
denn die Formel (24.) $ 9 


r 


p—1lti » % 
74 —(() , 
(1 u) = z | — 21, A=1,2,..,P 


ww. im! (=) 
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giebt für die «{? Werthe, die für alle % dieselben bleiben, wie es sein muss. 
Die Formel (25.) $ 9 giebt dann 


(2.) u = u,’ +1 ( BR p), 


\ 


A 


I) p 
also eben das, was zu den Grössen —», und «, in der Gleiehung (1.) $ 4 
1 l 
unter dem Functionszeichen J addirt wird. Alle anderen Lösungen werden, 
wie wir gesehen, aus dieser durch Addition von halben Perioden erhalten. 
Der zugehörige Werth von J, ist nach den Formeln (8.) $ 10 und (2. 


/s* 1 f | z 
(3.) „= = J (& +2\u,’ +1 ))- 
1 a 


\ .) 
Da durch die Formeln (1.) und (3.) die Constanten «\” und J, nur 
vn, ne. 
l 1 
bis auf zusammengehörige halbe Perioden bestimmt sind, so erhalten wir, 
wenn wir diese Werthe in (7.) und (10.) $ 7 bringen, 2” T'hetafunctionen, 
deren jede als fundamentale angenommen werden kann, und durch welche 
dann alle anderen sich ähnlich ausdrücken lassen, wie es in $ 8 gezeigt 
ist. Man erhält diese Ausdrücke aus jenen des $ 8, wenn man dort für a‘ 
l 

einen anderen der Werthe einsetzt, die «© annehmen kann, etwa 


N tz 
(4.) u, +; w (h=1,2,..,P) 
und für C, den entsprechenden Werth 
S w | 
(9. J- > N k 


+.) u ’—u)’ = — w | 


(9.) 0,—J = — on, R=1,2,..,9) 


sein, und die Formel (3.) $8 geht dann über in 


3 | 
| ou, + > win) 


1 1 
x 
N _— 


(6.) (ut, C)=e ———, 
o( W) 
.) J 
=“ 
1? $ 
falls 0(5 w,) von Null verschieden ist; sonst wird sie illusorisch. Ver- 
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gleicht man (4.) und (5.) mit (1.) $ 6, so sieht man, dass jene mit diesen 





A j Eu B ’ 
identisch werden, wenn man dort u, = My = zn, annimmt; also kann 
die Gleichung (6.) so geschrieben werden 
P] 
1 p 1 Fr 1 N, "/k up. ou, 3 2 on) 
. — nn ‘ 7 Y 
(6 .) 0 (u; „ m,; 5) n,) =e "k-ı 
— 1 — 


A 


Eine andere immer gültige Formel wird iR zug“ Weise aus der 


Formel (7.) $ 7 erhalten. Setzt man dort +, w, statt u und folglich 


pP 


J.— ,n, statt J,, so bekommt man daraus eine andere Function, die wir 


p 
für den Augenblick mit ®, (u,) bezeichnen wollen; für diese werden wir 
1 


haben 


D ‚(m)- D (u) = al (4-5 5m + (ut + 5 5, +1) ) ) du, 


» 
7 u e- » (era T 
= L-Iim-u)+ (At Iu+ uf) + I.) ) du, 
AOyE, 


5 %k 





a - (1) aur Aura 
- oa (u, — l; )+P ut5 w,(— D (u) + DJ ®,), 
k—=1 = 1 


also auch 


1 


lm) e : ” E3 1% ” (9) (m+ D2 on) 
) u = 
(8.) p = 0) ’ 
(1) -- 27 ur a) wi Ei: 
0, (« 5 Me 5 (ut is 0.) 
1 
woraus man bekommt 


1 
/ x tn - 7,2 N2U L,— 
(9.) J, (w,) — K (m), n,) e ı=l k %u+z%), 
1 1 a. - 


wenn man zur Abkürzung 








(10.) 
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. p L A A 
setzt. Hier kann «/' so gewählt werden, dass (u +, o,) nicht gleich 
1 DA 


p 
Null wird, und auch ©, (1) nicht. Das ist nämlich immer möglich, da 
1 


dies eine willkürliche constante Grösse ist, die dadurch jetzt hier erscheint, 
dass die fundamentale T'hetafunetion durch die Formel (7.) $ 7 nur bis auf 
einen constanten Factor bestimmt ist. 

17. Alle 'T'hetafunetionen, die auf die im vorigen Paragraphen er- 
klärte Weise erhalten werden, haben die Eigenschaft, gerade oder ungerade 
zu sein. Einen sehr einfachen Beweis dafür hat V. Ermakow gegeben. Aus 
(10.) und (7.) $ 7 haben wir 


er e i oh _ 0) K R 
(1.) log 0(w) —-® (W)+2, | (J, +J/ (u, + u + ); )du,, 


(1) 


u 
fi 


also 
(2.) dlog Om) = 3 (A+J(u+ u +L,).) du; 
1 k=1 1 x 


nun bleibt aber wegen (1.) $ 4 hier die rechte Seite ungeändert, wenn man 
p p 

— u, statt «, setzt; folglich haben wir 
1 1 


(3.) dlog © (—u,) — dlog (u,). 


1 P4 


Durch Integration folgt daraus 


(4.) 9(-u,) =C6 (%); 


wo C eine Constante bedeutet. Setzen wir hier wieder —u, statt v,. so er- 
l 1 


halten wir 


x 


& 9 (u) = Co (-u) 


multiplieirt man die beiden letzten Gleichungen mit einander, so bekommt 
man nach Reduction 


(6.) 1l=6, 
woraus folgt, dass 
(7.) C»=+l 


ist; setzt man dies in (4.), so hat man 
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(8) 9(-u)=+9(m), 


was zu beweisen war. Wir haben diesen Beweis hier aufgenommen nicht 
nur wegen seiner Einfachheit und Eleganz, sondern auch, weil er den Satz 
als eine nothwendige Folge der Gleichung (1.) $ & zeigt. 


p 
Die ungerade Thetafunction muss wegen ihrer Continuität für v, = 0 
1 


p 
verschwinden; dafür ist nothwendig, dass ® (0,) — oo werde; dies kann aber 
1 


nach $ 14 und $ 15 nur dann sein, wenn die Funectionen 
p N 
(9.) ,+J(u+u +1, k (kae1,2,....9) 
1 x 


p a [3 * * 

zu der 2. Klasse gehören, da für z, = 0 nur diese unendlich werden, die der 
1 

1. Klasse aber endlich bleiben. Die Funetionen der 1. Klasse werden also 


nur zu den geraden © führen; die ungeraden werden folglich durch die 
Funetionen (9.) der 2. Klasse geliefert. Damit die letzteren auch zu geraden 


E 2? ® .. .. 

© führen könnten, müsste mindestens 9(0,) — ()° sein und dafür müssten 
1 

bei der Degeneration einer Function der 1. Klasse in eine solche der 2. 


zwei der Punkte (e:, 95) in den Punkt (£,y:) hineinfallen; das würde aber 
Fi A 

neue Relationen zwischen den Coefficienten der Gleichung F(e, u) = ( ver- 

langen, wie aus der T'heorie der tangentialen adjungirten Curven bekannt 

ist; im allgemeinen ist dies also nicht der Fall, und im allgemeinen werden 

die Funetionen der 2. Klasse zu den ungeraden Thetafunetionen führen. 
18. Alle diese Thetafunctionen, gerade oder ungerade, können aus 

dem fundamentalen T'heta noch auf eine andere Weise abgeleitet werden, 


p 
die der in $ 14 für z (u): gebrauchten vollständig analog ist. 
1 


Setzt man in der Funetionalgleichung des fundamentalen T'heta (4.) $ 7 


on ii ae 4 


pP 2m k m vo Wk p 
(1.) o(W +0,) = (— 1 a RT (w) 
1 


1 
! | P [3 “ . [2 [3 [3 an 

u,— , w, statt @, und multiplieirt dann beiderseits mit e 
 — 1 

man ein Resultat, das folgendermassen geschrieben werden kann 


I IMs 


Nk ur. 


5 .. 
I , so erhält 
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p p 
1 . } 


kg (+, z .)= = + Ei 1): Fe N} etkzı NK Ur 2) (— u, + - w, 
'  £ 


Il tv» 


m“ 


En 


k 


2) e 


ft 


wo das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn die fundamentale T'hetafunetion 
gerade, das untere, wenn sie ungerade ist. Aus der Gleichung (2.) ersieht 
man sogleich, dass die durch diese Operation aus der fundamentalen abge- 
leitete T'hetafunetion von demselben Charakter wie die fundamentale ist, wenn 


p “ { 
(3.) Em,n,=0 (mod. 2), 
k=] 
und von entgegengesetztem, wenn 


(4.) > m,n, = 1 (mod. 2), 


k=1 


ist. Setzt man für einen Augenblick 


We - 
IL 


. p 7,2 NK Ur e \ 
1 Bee 


so werden wir nach (4.) $ 7 haben 


a - £ ' 
ir ki = nr (y+©x) I, en 
f u,-+ ww, m,n,)=e "= Oo (m, + 5 w,+ @,) 
1 “| 
p ®». p Br 
) a m, N under 2 n: (u; + u 1. ) ze Yı (: ‚_0:.-+ r \ 
k MR Z,—, N (ur R = nr \urtzwr tz @ 1 
(6.) == (—-1)=1 cha ei=! \ e ou, rs ©.) 
ı 6 , 
} FR. pP " Pr 
x RR ZZ (MR) ZN (i +3 ö;) R. 
= (— 1-1 *k=1 Be f (u; m,,n ) 
1 





oder, da man nach den Periodenrelationen von Weierstrass hat 


E m En | 
(7.) =: (iM 0 —Ww, 4) = 2ni 5 = MN.— ZN, m;) 
k=1 k==1 - _ 
folgendes: 


p 
f(u.+ ©, m,, n,) 
(8.) | | 


4 1 ’ m 
S m; N; Pe ni 2 (5 n} Mm. - m} n%) Y% RER - 7 
| — = (— 1 )J=1 k gi ei .. ne ” 


Vergleicht man dies mit (7.) $ 6, so erkennt man sogleich, dass f (u,;m,,n,) 


} 


Te m;. n,). 


l 
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sich nur durch einen Factor von © (55 mi _- n,) unterscheiden kann; also 
haben wir mit Rücksicht auf (9.) $ 16 ne @) 


1 E- 


Z_ NK Ur 
(us; 3m, 5 5) = K(m,.#,) e x (u 


1 o,) 


ı 2 - 
p ie. ; p 
ne er DE RR 1 — 
= :K(m,,n,) =" 0 (-u,+50,), 
1 Me 


184 


(9.) 





wenn die Constante auf die frühere Weise bezeichnet und 


(10.) — + (— 1ye Mm. 
gesetzt wird. 
Da 
(11 ) e ns u G nn ; . "%) En G 1yE (ug ng + 7% mg) 


ist, und 


(12.) m,n,+m,n, + n,m, = (m, + m;,) (n,+n,)— m,n, 


ist, so kann die Gleichung (8.), die Functionalgleichung der Function (9.), 
so dargestellt werden: 


Of; L;n . 1—1- 

(0.4 W9 mM, n 
1 - 

(13.) 


P p 


ze 1 
m? n, „= Z mm) (tn) Z N (+z w%) 1 2 2, 
— 1 cz 





19. Setzt man in der Gleichung (2.) $ 18 , he 0, so bekommt man 


p 


(1.) 0(5 0) = = +4 ya gl o,). 


ri 


Aus dieser Gleichung folgt, dass 


/) \ 
(we) 0) (2 w,) = Per 


wird, wenn 
E;: 
Pr m], N]. 
(3.) + (— Je: = —1, 
vr 
das heisst, dass die fundamentale T’hetafunction verschwindet für v, = 5 
1 — 
im Falle (4.) $ 18, wenn sie gerade ist, und im Falle (3.)$ 18, wenn sie 


W,;, 
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ungerade is. Man nennt die Charakteristiken, deren Elemente der Be- 
dingung (3.) $ 18 genügen, gerade Charakteristiken, und solche, deren Ele- 
mente der Bedingung (4.) $ 18 genügen, ungerade Charakteristiken. Man 
kann diese Benennung auf die entsprechenden halben Perioden übertragen 
und dann den letzten Satz so aussprechen: 

Die fundamentale Thetafunetion verschwindet für ungerade halbe 
Perioden, wenn sie gerade, und für gerade halbe Perioden, wenn sie unge- 
rade ist. 


: ar 0 I 
Setzt man in der Gleichung (9.) $ 18 u, = , @®,, so erkennt man, dass 


1 -_— 


pc = Te Dr 
(4.) G (5 ww; ) Pl ) n,) u V 
wird, wenn 
‚ p 
(5.) a} (©,+0,)) — 0 
2 en 


ist; also, falls die fundamentale Thetafunction gerade ist, wenn 


(6.) 5 (m +m,)(n+n)= 1 (mod. 2), 
—1 


k _ 


und falls sie ungerade ist, wenn 
p © ’ 
E (m,+m;,) (n,+n,) == 0 (mod. 2) 
ni 


ist. Diese Nullstellen der T'hetafunetionen sind die ausgezeichneten, Haupt- 
nullstellen, wie sie Pokrowsky nannte,*) die allein bleiben, wenn p = 1 wird; 
sonst aber giebt es auch unendlich viele andere, deren Gesammtheit eine 
Fläche in dem p-dimensionalen Raume bildet. 

20. Nachdem die Haupteigenschaften der allgemeinen Thetafunction 
aus ihrer Definition durch die Gleichungen (8.) und (9.) $ 1 entwickelt 
worden sind, können wir zur speciellen übergehen. 

Die bisher betrachteten fundamentalen Integrale 2. Gattung sind die 
allgemeinen gewesen, also durch die Formel darstellbar 


x x p z 
(1) = +Lchl, ah eg 
x) Lo >=] x 


Ü 


*) P. Pokrowsky. Theorie der ultraelliptischen Functionen der 1. Klasse. Moskau, 
1887 (Russisch.) S.199. $ 25. S. auch Moskau, Mathematische Sammlung. (Sbornik) Bd. XII. 
S. 245 und 409. 
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wo II ein specielles Integral 2. Gattung mit demselben Parameter bedeutet, 


und wo die c,, willkürliche Constanten sind, die nur den Bedingungen 
(2. Ca = Cx 


genügen müssen. Lässt man (z,y) die Curven A,, oder DB, einmal um- 
laufen, so vermehrt sich das Integral (1.) um 





p 
f* m Be (0) » 

(3.) nn > Man tr - Cu @,, 
l= 

oder (h = 53 ... r). 

p 

\ ! ich 0) a) ' 

(4.) Mn ce Man -; PN: C;, WW, 
i=1 


Wir können die Constanten c, so bestimmen, dass 


p 
5.) + Foo, = 0 =, 
l= 


wird. Die Determinante 


6.) 2=|w,| 
(I hz=i1,2 P) 
dieses Systems von p Gleichungen mit p Unbekannten e,,. Ca, ..., C, 18t 


von Null verschieden*), und wenn 


1.) Bi 
gesetzt wird, so finden wir aus (9.) 


Pr 
Q m vl (0) 
(8. ) C,, 078 & SL. Y kl 


h:=1 
und ebenso 
p 
4a i 0) 
(8) en. 


ÜR 
n= 


*) Man kann dies nämlich immer voraussetzen; denn würde es für die ursprüng- 
lichen Curven A, und B,(k = 1,2,...,p) nicht gelten, so könnte man andere nehmen, 
für die es stattfindet. Der Aenderung dieser Curven entspricht das Ersetzen der ursprüng- 
lichen Perioden durch lineare Combinationen von ihnen. Eine der einfachsten würde 
die sein, dass man einige ox, und @;,, bei unveränderten k und /! und fürh = 1,2,...,p 
umtauschte; dann würde $2 in eine solche Determinante übergehen, in der einige oder 
auch alle Reihen der wu (k=1,2,...,p) durch Reihen der o,(kh=1,2,...,p) ersetzt sind; 
aber unter allen solchen Determinanten wird gewiss wenigstens eine sein, die von Null 
verschieden ist, weil sonst nach dem Laplaceschen Theorem über die Determinanten 
auch A = + (2ri)P gleich Null sein würde, was absurd ist. 





ıtet, 


ım- 


ng- 
en, 
ng- 
rde 
Be 
der 
nd; 
ull 


ten 
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Mit Hülfe der Periodenrelationen von Weierstrass überzeugt man sich leicht, 
dass diese Werthe den Bedingungen (2.) Genüge thun.*) Setzt man daher 
den Werth (8°) für e,, in (4.) ein, so erhält man 


9) ! '(v) - ' r oO (0) 
( .) N. 7 Be Nin a - um = — Un . 
— = 


Multiplieirt man diese Gleichung mit ER. @,, und summirt das Produet 


2 


nach k von 1 bis p, so erhält man für den Exponenten von e in der zweiten 


der Gleichungen (3.) $ 7 


| En,(W+: 0), ) u - 1 (m, 7 ah) 
| k=1 k= 2 
(10.) 


p 1 
2) ! 7) . (0) 
nu: - On 2 N; Bs u’, U; 7 > w 
— -1 ki u. 





Dieser Ausdruck wird viel einfacher, wenn man setzt: 





p 
f \ x 
G=21,2,..P), 
p j 
(12.) PER On = Tyj 
k=1 } 
wobei 
\ BE 
(13.) u 


sein wird, was man durch dieselben Periodenrelationen leicht beweist. Löst 
man diese Gleichungen auf — die p oberen nach «,, die p unteren nach 
@9;, —, so erhält man 


(14.) = 5 W,d;, 
jal 
- ! p 
(1i ) Vu = zo, Tj,. 


jel 
Mit Hülfe von (11.) und (12.) für das zweite Glied in (10.) rechts, 
und mit Hülfe von (14.) und (15.) für das erste, giebt man der Gleichung 
(10.) die Form: 


(16.) ) ä Ni (u+3 Zu) = P> (8; +3 7.) 2 & (N 0,— 0; nk)» 


und diese redueirt sich nach a Weierstrassschen Periodenrelationen auf 


*) S. meine Bücher über die hyperelliptischen und Abelschen Integrale. Auch 
K. Weierstrass, Mathematische Werke. Bd. IV. 8.535. 


Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 4. 43 








522 Tiechomandritzky, über Abelsche Integrale und Thetafunctionen. 


(17.) Z Sn (u, +3 0) = —2ni (o, 7 = Tu); 


wo 


\ | 
(18.) Ta= 2 W- 


k=1 
Der Ausdruck (17.) wird der Exponent von e in der zweiten der 
Gleichungen (3.) $ 7; in der ersten aber wird er Null wegen (5.). 


21. Wenn man in der Gleichung (11.) $ 20 a,+w,, statt «, setzt, 
so erhält v, einen neuen Werth, den wir mit vo” bezeichnen wollen; man 
findet leicht, dass dann 


l 


“ (=, ds) 
) 


©) 

| v; +1 

wird. Setzt man ,+w;,, statt «, in dieselbe Gleichung, und bezeichnet den 
neuen dadurch entstandenen Werth von », durch o!, so wird 


(2.) = 947, 


Wir wollen die mit Hülfe von speciellen Integralen der 2. Gattung 
erlangte gerade fundamentale T'hetafunetion zum Unterschiede von der all- 


p 
gemeinen, früher betrachteten, mit ©, (w,) bezeichnen, und wenn in diese 
1 
p 
neue Variable o, mittels der Gleichungen (11.) $ 20 eingeführt werden, 
1 


p 
mit 9 (v,), so dass man 
1 
i / p p \ 
(3.) 9, (m) — 9(v,) 


hat. Durch diese Transformation werden dann die Gleichungen (3.) $ 7 
folgende Gestalt bekommen 


p 
(4.) I (91, 02 2. Dry + 1, By 9%) = 9 (v); 
* p —?ni PN. 2. p 
(3.) NVA (v.+ Tu) =» ni (e; z 7) 9 (v,). 
1 1 


Durch ihre wiederholte Anwendung kommt man zur allgemeineren 


a p p —ni 2 n,.( 2% + Z Ten) 
6) Ilatm+ Ent „)se Mi ( I9(u). 
1 = ı 








der 


tzt, 
1an 


len 


Ing 


ıll- 


eSEe 


en, 
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p 
22. Da die Function 9 (w,) eine periodische [nach (4.)] ganze Funetion 
'ı 
v 
von ®, ist, so ist sie nach Fouriers '[heorem so darstellbar: 
1 
p +% p 2 ni 
1 (= (2m) Ade 


1 


my. ® 
1 


I ix 


mit Hülfe der Gleichung (5.) $ 21 findet man 


» 

y- ey Txı] m m 
= k=lli ; 
„=A,e 
m], WW) 

1 1 


(2.) A 


Bringt man dies in (1.), setzt dann A, = 1, so erhält man die Entwickelung 


h 
1 


der Jacobischen Thetafunetion in eine Reihe 


p + % p ri x m; (?or + ; Tzzm ) 
TEN 6 A ae Ne} 
1 > (5 


23. In dieser Weise haben wir eine analytische Darstellung der 
speciellen Function (3.) $ 21 erhalten, die in der Form (3.) $22 unter dem 
Namen Jacobische bekannt ist. Auf diese aber wird man leicht jede andere 
der früher betrachteten zurückführen. Es reicht dazu aus, die Constanten 
C,, In zwei Theile zu zerlegen, deren einer durch die Formel (8.) $20 be- 
stimmt wird. Wir setzen also 


1 4» 


p 
(1.) = ER +b,. 


Aus der Gleichung (1.) $ 20 folgt mit Rücksicht auf (5.) $ 10 


p P (0) p 
(2.) J(w,):  — Ju): + = (+6); 
1 1 


ı= 


’ 


setzt man hier statt c,, seinen Werth aus (1.) ein, so bekommt man 


p P (0) p p p 
: h) 2) (0 t a) ' N 
(3.) (u): = Ja): 6 S2,, nn (u;+ 6,) Tr a b,; (u; rt). 
1 1 j= 


j=1l k=1 


oder, wenn man 


P,() P (0) " P 0 (0) 
(4.) J(u,): = Ju): — 5 3.2.0. (u+ 6) 
1 1 je1l ki] ; i 


setzt, einfacher 


r p P 0) 
(5.) (u), = u); +2 b,(w+60). 
; 1 v 
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Indem man hier 


Ar 
(6.) u, = (+2 (2 + I.) 
7 


setzt, erhält man 


7) = > Iu+2( (+1), = Jo - Eh, (®+L +6), 
wo nach (4.) 

| JV? = 3 (u+2(u? +1) 

(8) 4 2 “ 
, 
| 54 (u+2(ui? +) + EEG ( +, +6) 
j= 1 
AR 


ist. Setzt man jetzt in (D.) ut + anstatt u, und addirt dazu (7.), so 
1 
erhält man 
Ay ar (1) p 
(9.) J+ (m, r m +) = ne Ji re (u, + u ul ); + < b,,u, j 
Jetzt wollen wir hier 
(10.) ul) = + -W, 


statt a) einsetzen; dann werden sich nach (3.) $ 16 J, und JÜ in 


1 u) io 


11.) J„,=A-5n und = J-5n 


\ 


verwandeln, und die Gleichung (9.) geht dann in die folgende 


12.) I +4 (ut; D+h): _ I® + I(u+u P+L), +&b,u 


j=l 


E An ” . : 
über. Nehmen wir », in (10.) als so gewählt an, dass in der Gleichung 
1 


(12.) die Function der linken Seite und folglich der entsprechende Theil 
ler rechten Seite Functionen der 1. Klasse sind, so kann man die Gleichung 


12.) mit d«, multipliciren, dann von k=1 bis = p summiren, und von 
p r . ® .. Y 

dem Punkte a, = 0 integriren; man erhält dann Folgendes 
1 


sun a 
p R p k 
= | (I.4 J(u+ “,+ I.); ) du; 
kz=1 = 1 EN 
0) 


p P 


s Ur 
= J (+I(mra +), du+ 5 B5 Sb, uu,, 


2 aljel 


Tu 
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woraus folgt, dass 


(14.) D (,) — b (0,) — U (u,) — pp (0,) + . 5 > b,u, u, 


1 


ist; hieraus folgt die Gleichung 


+) („) 9% (u,) 
— 
er oe 


/ 


15. -- 
( ) ä (9 ) f} \ 
> \ 0, 90.) 


1 


_ 


zwischen den allgemeinen und speeciellen geraden T'hetafunetionen. Unter 


den letzteren findet sich auch die in $ 21 mit 9,(%,) bezeichnete, die den 
l 


pP 
12 . Q > aaa A 
Werth 1 für z, = 0 annimmt. Setzt man voraus, dass in (10.) „wow, eben 


_ 


1 
so gewählt ist, dass es zu dieser T’hetafunetion führt, dann erhält man aus 


(15.) folgende Gleichung: 
f® 
(u) SINE 
(16.) er un Gl u,) e ke ind . i 
0) (0) , 


2 
Führt man hierin die Variablen o, mittelst der Gleichungen (14.) $20 ein, 
1 


und setzt 
l 


p 7 
(17). 5 225,0, 0, = niPu, 
- | ml x 


_— 


so bekommt man mit Rücksicht auf (3.) $ 21 folgende Formel 
o(u,) 
1 
s 
o(0,) 
l 


p p 
y wur 
En -— 


( / p ni Br 9 
u hy; (v,) e g=1 | ' 
1 #‘ 


(18.) 


N Pr 


durch welche die allgemeine gerade fundamentale T'hetafunetion auf die 
Jacobische zurückgeführt, und so der analytische Ausdruck für jene gewonnen 
ist. Da die anderen T'hetafunetionen mit Parameter — nach Weierstrassscher 
Benennung —, die man auch die abgeleiteten nennen könnte, sich durch die 
fundamentale Thetafunetion nach $ 17 und $ 18 ausdrücken lassen, so 
haben wir dadurch zugleich die analytischen Ausdrücke für alle 'I'heta 
erworben. 
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